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1 Uvod

1.1 Znaceni
¢ ) C R™ omezené oblast

o 0f) Liepschitzovska oblast - lze pokryt konecné mnoha grafy Liepschit-
zovskych zobrazeni, tj. (|¢(z) — ¢(y)| < L||lz — yl|)

o Q - uzavér oblasti Q
« C*)(Q) spojité funkce s derivacemi do k-tého Fadu spojité na Q
o C>)(Q) hladké funkce na Q

« €} () hladké funkce na Q s kompaktnim nosicem

. fec(k)(Q) 5l f=D% a= [alva%"'ao‘n]7|a| :Ziai

) 0%1x110%2x5...0% T,

Lebesgueovy prostory
o Ly(Q) ={f: Q Rjméritelné, [, |f(z)|Pdz < +oo} p €< 1,+00)
o Loo(2) = {f : Q — Rjmétitelné, (3K > 0)(s.v.x € Q)(|f(x)| < K)}

1.2 Vztahy

Véta 1.1 (Minkowského nerovnost).

([ 176+ gt |de> < ([ |de>;+</9 |g<x>|?dx)’l’ o

1 1) f € Lp(Q),9 € Ly()

L@@l ([ wra) ([ |g<m>|ffdac)é 2)

Véta 1.3 (Vnoreni L, prostorit). ps >p1 >1 = L,,(Q) CL,, ()
Diikaz:
P1

/Q|f($)|p1dx < Holder (2) < (/ (1f (x )|p1)p2>vz § (/Q 1%);

JRECIRTE ( / If(x)l’”)p; £ 19
| i@ <ial [ 1rwp

Véta 1.2 (Holderova nerovnost). Necht (% +




1.3 Sobolevovy prostory
D = C>)(Q)

norma: [[ul] o gy = o< D0l @)

normovarny prostor: Slgk)(ﬂ) = (D, ||.||Vp(k)(Q))

Tento prostor neni iplny, proto pouzijeme standartni ziplnovaci proceduru
a dostaneme: W;k)(Q)

Obdobné muzeme postupovat pro D = C(()OO)(Q) a dostaneme Wg(k)(Q)

Véta 1.4 (Véta o stopach). Q - omezend oblast, 92 - Liepschitzovskd
3T Wg)(ﬂ) — L, (0N2), omezeny linedrni operdtor tak, Ze
Vf e O(Q),Tf = f/@Q
2 OQOkrajova uloha
Q C R” - omezend oblast, dS) - Liepschitzovska
,.Z % (a”(z)g;> +glx)xu=f vQ (3)

ulr, =go mna Ty (Dirichletova ¢ast)  (4)

n
0
Z aij(a:)a?u_hl =¢; nal; (Neumannova ¢ast) (5)
J

_,V: [, ,v..]

2.1 Vychozi vlastnosti
- figec()
o a;; €CHQ)
e go1 € C(0N)



2.2 Silné elipticky operator

(3Co > 0)(V€ € R™) (Ve € 0)(35 - aij (2)€'¢7 > co 35, €°)
Klasické feseni 2 je funkce u € C?(Q) splitujici 2 bodové.

2.3 Slaba formulace

Vezmeme 3 a +- ji pfendsobime testovaci funkci
Necht i € C(Q),v € C*)(Q), v|r,—o

/Zaxl< au)dm+/ﬂ ()*u*vdxzfﬂfwdx (6)

Na prvni ¢len pouzijeme Greenovu identitu

/ Zaw NvdS +/ Z a;;(z a@u g;t dx —I—/ q(z)*uxv dx =
7 Q

i,j=1 i,j=1
:/f*vdx (7)
Q

Prvni ¢len diky (4) a (5) upravime na — [;. giv dS a pak ho pfesuneme na
druhou stranu.
Dostaneme:

Bu ou
/ Za” 9x, Oz, dx —|—/Qq(x)*u>kvd:v—/ﬂf*vdx—l—/rlglvdS (8)

Prvni &st oznacme a(u,v) a druhou F(v)

a(u,v) = F(v)
a pouzijeme w € Wél)(Q) :Twlp, = g0 :u=w+ z. A tedy:

a(z,w) = F(v) — a(w,v)

a oznacme V = {z € ng)(Q)|TZ|Fn = (ﬁ
C J

Véta 2.1. Funkce u € Wél)(Q) je slabé Teseni 2 , pokud
(Fw € W () (Twlr, = go),u = w + 2
a z je feSeni varia¢ni dlohy (Vv € V)(a(z,v) = F(v))

Poznamka. Pro zajisténi existence reseni:

a;j € Loo(Q)7q € LOO(Q)af € L2<Q)7gl € LQ(F1>790 € T(Wél)(Q»



Véta 2.2 (Lax-Milgramova véta). Necht V je Hilberttv prostor, a(-,-) je bi-
linearni forma, F je spojity linearni funkcional na V a plati:

1. a(-,-) je omezend: (K > 0)(Vu,v € V)(Ja(u,v)| < K||ul|]|v]])
2. a(-,-) je V-eliptickd: (3a > 0)(Vv € V)(a(u,u) > a|u||?)

Pak (312 € V) (Vv € V)(a(z,v) = F(v))

Pozndmka. Splnéni pozadavkt Lax-Milgramovy véty:

o F je spojity, linearni:
[F(v)] =| = a(w,v) + [, f(x)vdz + [ g1(x)v dS)|

a(w, ) je déno vlastnosti af(-, )

1
2

|, F@)eda] < (fo 1 @) dz)? (f, o(@)? do)? =

= [Ifllo@ vl o)
— |y, g1(@)v dS| < (frl g1 ()2 dS) (frl ITv(z)[? ds) -
= ||91HL2(F1 X KtHU”W(l) )
e a(-,-) je omezena:
lalu, o)) = | o, X0 ai5 (@) 2 82 + g@)uv da <

< Kayq (Zi,j:l ’|%‘ |Lz(9) ’|3ch
< Kagq(u® +1)

lac@) + el llvl| o) +) <
||u| |W;1)(Q)||v| |ng)(g)

o af(-,-) je V-eliptickd:

alu,u) =7 =1 Qi (x)%“j% + q(x)u*dz = (chybibarevne) =

= a(n,n) >coy o ls
> min{co, do }||ul|?

’LL

dz +do [ |i]* dx >

W(l)(ﬂ)

2.4 Galerkinova metoda

Galerkinova metoda pro piiblizné feseni variaéni tlohy 2.3 (Vv € V)(a(z,v) =

F(v))

Necht V;, CC V je konecné-rozmérny podprostor V a hleddme aproximaci
zp, FeSeni z tlohy 2.3 v prostoru Vj, tak, aby (Vv € V,,)(a(zn,v) = F(v))
Pozndmka. ReSeni 2.4 jednoznacné existuje diky Laxové-Milgramové véte.
Pozndmka. Budeme zkoumat chybu Galerkinovy metody (pozdéji v kontextu
MKP): z — z,

Véta 2.3 (Céova). Necht pro a(.,.) a F plati vyse uvedené predpoklady a z
fesi 2.3 . Pak pro Teseni zp Ulohy 2.4 plati

K .
llen = 2llv < —min{]|z = vllv|v € Vi} (9)



Dikaz:

Z 2.3 a 2.4 plati a(z,v) = F(v) A a(zp,v) = F(v) prov €V, =

= a(z,v) —a(zp,v) =0 = a(z — zp,v) =0

Plati ze a(-,-) je V-elipticka:

allz = zn)? < a(z — 2n,2 — 21) = vkldddme v € V), = a(z — v,z — 2p,) + a(v —
Zh, 2 — 2p) = (%)

Plati ze z—v € V av—z, € V},, dile vidime Ze druhy sé¢itanec je 0 diky prvnimu
radku dikazu.

(*) < a(z —v,2 = 2n) < Kl|z = vllv]|z = zn[lv =

= o|lz — z||lv < K|z —v||yVv € V}, (konecné rozmérny) —

= ||z — 2|y < Emin{||z — v||v|v € V;} O

2.5 Postup MKP pro reseni 2 na konkrétni oblasti
Z 2.3 mame a(z,v) = F(v)Vv € V
1. Diskretizace 2

o zakladni rozdéleni €2 podle jejiho tvaru
¢ Pravidlo zjemnovani, napr. podle stiedu stran
2.« Konstrukce prostrou Vj, - uréime bazi Vi, = [¢1, @2, ..., #n]r, kde ¢;

budou po ¢éastech linedrni (nebo pozdéji polynomidlni) tak, aby ¢,
byly =1 v jednom uzlu a = 0 ve vsech ostatnich
o Zéaroven plati ze suppgp; N ¢y # O pro sousedni uzly
3. o Konstrukce soustavy algebraickych rovnic pro nalezeni Galerkinovy
aproximace z, € Vi
e tj. hledame 2z, = ZJD:l aj¢; a za v dosadime ¢;,1 = 1,2...,.D =

G(Z]D:l ;b ) = F(é),l=1,...D

. = (aj)]f:’:1 nalezneme ze soustavy linearnich rovnic:
D
> ajales, o) = F(en) (10)
j=1

8 .
o kde a(¢j, or) = [5> Zk | @ik x)a;gg—f;—i—q(m)(ﬁj@ dx =0
pro (suppe;)° N (suppdr)® = 0
¢ — matice soustavy 10je ridka.

Vlastnost aproximace zp:

D D
7)) =Y i) = b =ay (11)
i=1 i=1




(a) Diskretizace Q (b) Vztah ¢, a ¢ (c¢) Graf funkce ¢;
Bila je ptivodni oblast,

zluté zakladni rozdéleni,

cervené zjemnéni

Obréazek 1

Pozndmka (Zpracovani zaoblenych ¢asti 0Q).
Bud se modré ¢asti z 2a se prevedou pomoci konformnich zobrazeni na /A nebo
tvar  aproximujeme polygonem, viz 2b

@¢

(a) Pfiklad zaoblené oblasti (b) Aproximace zaoblen{ trojihelniky

Obrazek 2

Priklad (MKP v 1D). Okrajova tloha (tj. 2 )

—(p(z)u) + q(x)u = f(x),na(a,b) (12)



Variaéni formulace (tj. 2.3 ):

b b
a(u,v) = / p(x)u'v' + q(x)uv dx, F(v) = / flx)v do =
— V= {v e W (a,b)[v]—a = 0}, alu,v) = F(o)Vo €V (14)

MKP pro 14: (a,b) délime stejnomérné (viz obrdzek 3b) kde h = 252
Dostavame funkce ¢y, jako v obrazku 3a

(a) Funkce ¢ na 1D oblasti (b) Priklad diskretizace 1D oblasti

Obrazek 3

Z toho vidime ze plati:

0 prol#j—1,7,j+1
fﬂcj+1

, = Hi-t 15

a(¢]7¢l) ‘/‘;] ) pro l — J _ 1 ( )
e
L prol=j+1
Tvar bazické funkce:

%ﬁ na<xj—1,T; >

¢J(£II) = ﬁ na < Tj, Tjt1 > (16)
0 jinak

Pak:
Tj 1 2 r—Tj-1 2

+/Ej+1 ()( - )2+ ()(m”l_x)Qd (17)
T _— X _— X
o D\ T\ —

T —Tj-1 Tj;—T
d 1
oo () () o o



o= [ () ()
alPj, P; = x +
Jr Pi+1 . p Tiv1— 5 T — 5
+q(m)<mj+1 _m> ( R ) dz  (19)
Tj+1 — Lj Tj+1 — Lj
Pouzijeme substituci:
y= LT < zj_1,x; >—<0,1> (20)
Tj—Tj-1
(21)

Tjit1 — T
= J+—nau<a:j,ncj+1 >—=< 0,1 >

Tj+1 — Ty

Pak:
1 dy

a(o;, ;) = / p((@j —2j—1)y +zj-1) ————

0 Lj—Tj—1

1
+/ q((zj — x5 1)y + x5 1)y* (x5 — x5-1) dy—
0

1
dy

- [ bl =y + )
0 Tj+1 — Xj

1
~ [ alain =yt gy @ —a) dy (22)
0

1
d
a(¢pj, dj—1) = —/O p((zj —zj—1)y + xj_l)a:j——zj_l

1
- / o((; — zj—1)y + 25—1)y(1 — y)(x; —251) dy  (23)

1 dy
a(¢), ¢j+1) = —/ p(=(j41 —2j)y + i) ————
0 Tj+1 — T

1
- /0 o~ (51 — 25y + 540y~ 9) @y — ;) dy  (24)

Z toho je poznat ze matice a(¢;, ¢;) je symetrickd

3 Zakladni aspekty MKP (Ciarlet str. 38)

Véta 3.1 (MKP1). Mnozina Q (z 2 ) je rozdélena triangulaci 7;, na koneény
pocet podmmnozin K (oblasti koneénych prvki) tak, ze

10



L Q=Uger, K
. (VK € Tp)(K # 0 a K je oblast)

[\

3. (VKl,KQ € E)(Kl 7é Ky = KiNnKk,;= (Z))
4. (VK € Tp)(OK je Lipschitzovskd)

Véta 3.2 (MKP2). Na kazdé mnoziné K € T, definujeme vhodné funkce
slouzici k aproximaci feSeni variacni tlohy 2.3 . Tyto funkce jsou polynomy,
nebo "blizké” polynomim

Véta 3.3 (MKP3). Aproximaci fesen{ varia¢ni tilohy 2.3 hleddme pomoci baz-
ickych funkci, jejichz nosi¢ je co nejmensi pti zachovani shodného popisu tvaru
téchto funcki.

Definice 3.1 (Kone¢ny prvek). Necht
1. K C R" je omezend oblast s po ¢astech hladkou hranici
2. P je koneéné rozmérny prostor funcki na K
3. N ={Ny,..., No} je baze P#

Pak (K,P,N) se nazyva konecny prvek, K je oblast prvku, P jsou tvarové
funkce a N uzlové proménné.
Béze v P dudlni k N se nazyva nulova béze.

Duélni baze k N = (Nl, ...,Nd) vP: ((I)l, ...,(I)d), kde Nl(q)]) = 51']'

3.1 Priklady:
3.1.1 1D prvek s nejvyse linearnimi polynomy:

K=(0,1),P={v:<0,1>= Rfv(z) =a+bzr,a,b e R} = dim(P)=2 =
NZ (Nl,NQ)
Proto zvolime: Nj(v) = v(0), N2(v) = v(1)

Lemma 3.4. Pak (K,P,N) je KP
Diikaz: o K =(0,1) je omezend oblast v R v/
e P mé dimenzi 2 v/

e Je N béze P# 7 tj LN
Necht vo(z) = a + bz je libovolny, = (N1(vg) = v9(0) = a) A Na(vg) =
vo(1) = a + b a necht Ny(vg) =0 A Na(vg) =0
= (a=0A(a+b=0) = a=b=0 = vo(x) =0 = (N1, N2)
je LN v
O

Definice 3.2. Tento prvek nazyvame jako tzv. linearni Lagrangetv prvek

11



Definice 3.3 (Dudlni (uzlové) baze). N;(®;) = d;; oznacme ®,(z) = a; +
b, i = 1,2 —>

Nl(q)l) = 1(@1(0) = 1) Lap = 1 Nl(‘I)Q) = O((I)Q(O) = O) Lag = 0
NQ(‘bl) = O(q’l(l) = O) a1+ bl = ONQ(QQ) = 1(‘1’2(1) = 1) tag + bg =1 (25)

Zapisme dohromady Ze se zvyraznéné strany rovnaji.

PO (B ) = el e

- -
Obrazek 4: Vzhled 1D Lagrangeovského prvku

3.1.2 1D prvek s nejvyse kvadratickymi polynomy:

K = (0,1),P = {v :< 0,1 > Rlv(z) = a + bx + cz?a,b,c € R}
dim(P) =3 = N = (Ni, N2, N3) Napiiklad zvolme N;(v) = v(0), N2(v)
v(1), N3(v) = v(3)

Lemma 3.5. (K,P,N) je KP

Dikaz: o K =(0,1) je omezena oblast v R v/
e P mé dimenzi 3, obsahuje polynomy v’

e Je N béze P# ? tj LN
Necht vg(z) = a + bx + cx? je libovolny, v situaci Ny (vg) = 0 A Na(vg) =
0 A N3(vg) = 0 méme
= (a=0)A(a+b+c=0)A(a+3b+1c=0) = a=b=c=0 =
(N1, N2, N3) je LN v
O

Definice 3.4. Toto nazyvame kvadratickym Lagrangeovskym prvkem.

12




Definice 3.5 (Dudlni béze). Chceme N;(®;) = d;;, oznac¢me ®;(x) = a; +b;x +
c;z?. Dostavdme nésledujici rovnice.
P:a1 =105 :a, =0P3:a3=0
a1 +by+c1 =0as +by+c3=1ag+bs+c3=0

1 1 1 1 1 1
ay + 51)1 + ch = 0(12 + §b2 + ZCQ = 0(11 + 51)1 + ch =1 (27)

Zapisme tento systém jako matici: |—_

Dostavame nasledujici:

Oy (z) =1 — 3z + 222, By () = —z + 2272, B3(x) = 4o — 422 (28)

Obrazek 5: Vzhled 1D kvadratického Lagrangeovského prvku

Pozndmka. Pro vlastnost 3. jsme pouzili kritérium LN v P#

(N1, ..., Ng) je LN <=> [(Vug € P)(Vj € {1,...,d})(N;(vo) = 0) = vy = o]'
Pozndamka. Budeme vyuzivat zuzovani polynomi na linearni nadplochy v R”™

popsatelné pomoci linearnich funkcionélu:

M C R jelinearni nadplocha <=> (3a € R)(3f € (R")¥)(M = {z € R|f(z) = a})

Pro jednoduchost nize zvolime o = 0 (Pfipadnym posunem pocéatku soutad-
nic)

Lemma 3.6 (O redukci). Necht P je polynom stupné D > 1 v n proménnych,
ktery je roven 0 v nadroviné V, kterd je popsana funkciondlem L € (R")#
(tj. V = {z e R"|L(z) = 0}). Pak existuje polynom @ stupné D — 1 tak, ze
(Vo € R")(P(z) = L(z) * Q(x))

13



Diikaz: Zéména proménnych tak, ze L(x) = L(&,z,) = x, (kde & = [21, ..., Tp—_1]),
pak V=x,=0 A
Pak P(fL') = P({L\. x’ﬂ) = Z] Olel =0 jj J x"lj’L kde] = [jl?"'?jﬂ*l]?'j' =
n—=1_. -3 _ 1mn-1_5
k=1Jk, T° = 1li=1 1 o
Z podminky Ply = 0 = Ply = P(i,0) = POHPD DA
= lel G ¥ =0,VE e RM!
= ¢ = = 0Vj
= P(Lmn):Z] 1Z|j| ~0 G 39 xd —xnzj 1Z|J| oG sl
%, je ndmi hledané L(x), zbytek oznadme jako Q(x) O

4 Nejpouzivanéjsi typy konecénych prvki
Pozndmka. Ukézeme v R?, K bude simplex s vrcholy 21, 2o, 23.

Linearn{ polynom v R? : vy(z1,22) = a + bx; + cre Kvadraticky polynom v
R? : vo(z1,72) = a + bxy + cxo + dz? + exyz0 + f23

Obrazek 6: Simplex ve 2D

4.1 Lagrangeuv prvek

Uzlové proménné poskytuji hodnoty funkci v P ve vybranych uzlech

4.1.1 Linearni Lagrangeuv prvek

‘P obsahuje nejvyse linedrni polynomy v R™

14



e K je simplex v/

e P ma dimenzi 3 v/

o Jako bazi N navrhneme N;(v) = v(z0), N2(v) = v(21), N3(v) = v(22)
Lemma 4.1. Pak (K,P,N) je KP

Dikaz: Ukézeme LN (N, Na, N3) pomoci kritéria vyse:

Necht pro vSechna v € P : N;(v) =0,5 € {1,2,3} = v(z;) =0

Argument jedné promeénné:

Protoze v(zp) = 0 Awv(z1) = 0 Av € P je linedrni polynom = |y, je
linearni polynom jedné proménné

_ 1 1_ 1
tj: Vi = zils) = Zg + (Zé 202)8 .8 €ER = vy, = v(x1(8),22(9)) je
za(s) = z5+ (21 = 25)s

linedrni polynom proménné s, pritom se rovna 0 pro s =0, 1

= vy, =0 vSude na V;

Lemma 4.2 (Redukéni lemma). v(xy,22) = Ly(z1,22) - 9(z1,22), kde Vi =
Ly(xz1,22) =0, ¥ mé stupen 0

Protoze Li(z2) # 0(z2 ¢ V1) a pfitom v(z2) =0 = jediné 0(z2) =0
Predchozi implikuje: 9 =0 = v=0 = (N1, N3, N3) jsou LN

Obrazek 7: Nj(v) = v(zj_1) opét vyjde ze splnime definici koneéného prvku

Pozndmka (K linedrnimu Lagrangeovu prvku). K ¢emu to je? Porovnejme jak
vypada pokud budeme KP skladat

(a) Takto prvky vypadaji v piipadé,
ze uzly jsou v rozich trojihelniki.
vSimnéme si ze funkce je spojita

(b) Takto prvky vypadaji v piipadé,
ze uzly nejsou v rozich trojuhelniku.
Jsou spojité v jedné hodnoté ale jinak vétsi-
nou nejsou.

Vétsinou doporucujeme pouzivat uzly v rozich z divodu nespojitosti, ale
existuji priklady kdy se pouzivd druhd moznost. Napriklad se zminme o tzv.
Cruzeix-Raviarttv prvek. Ten se pouziva v problematice proudéni u tzv. nekon-
formni metody konec¢nych prvk.

15



4.2 Kvadraticky Lagrangetuv prvek

‘P obsahuje polynomy stupné mensi nez 2
veEP = vy, 1) = at+br+cry +dat+erize+ frs = dimP =6 (29)
N = (N1,...,Ng) : N;(v) = v(zj-1),j = 1,...,6 pro v € C(K)
Tvrzeni 4.1. N je baze P#

Obréazek 9: Kvadraticky Lagrangeuv prvek

Diikaz: Pouzijeme opét kritérium: (N, (v) = 0Vj

Tedy necht: v(z5) = 0,v(z,) =0,...,v(20) =0

V1 déna funkciondlem Lq : Vi = Li(z1,22) = 0 adimV; = 1 a v(z) =
0,v(z1) = 0,v(z3), tj. Kvadraticky polynom 1 proménné se rovnd 0 ve 3 bodech,
= vly, =0

Pouzijeme lemma o redukci: v(x1,x2) = Li(x1,x2)wy (21, x2), wy je linedrni
polynom, kde Li(z;) # 0 pro j =2,4,5

Protoze v(z;) =0,j =2,4,5 = wi(z;) =0,7 =2,4,5

wi(22) = 0,w1(24) = 0 & wy |y, je linedrni polynom jedné proménné = 0 ve
2 bodech = wil|y, =0 = (Vo = La(x1,22) =0) =

= wi(x1,22) = Lo(x1,22) * wo(x1,x2),wy = const a wy(z5) =0 =
v=LiLowy, =0 véude = N je béze

1,...6) = v=0.

O

(a) Lagrangeovy prvky stupné 3

(b) Lagrangeovy prvky stupné 4
Pozndmka ( Lagrangeovy prvky stupné D > 2).
4.3 Hermiteuv prvek

Obréazek 11: Hermitelv prvek

Funckionély v A pouzivajici hodnoty funkei a jejich derivaci (tj. P obsahuje
alespoii kubické polynomy)

Necht tedy dimP = 10 (kubické) = N = (Ny,..., N1g) :

Nj(v) = v(zj-1,5 = 1,2,3), Ni0(v) = v(z3) a v/(20) = (N:()),0'(z1) =

N, N N5 (v)
(Vo) v (z2) = (A2,

Tvrzeni 4.2. N je baze P#

16



Diikaz: vyuziti redukee: na Vi: vly, je kubicky polynom 1 proménné jehoz 2
hodnoty a 2 derivace = 0. = v|y; = v = Liw;, wy je Kvadraticky

wily, je kvadraticky (1 hodnota, 2 derivace = 0) = wly, = 0 =
wy = Lows,ws je linedrni, wsly, je linedrni polynom (derivace = 0) = je
konstantni.

Nakonec pouzijme z3 = v = L1LyLzw3 =0 = N je béze. O

Rozmysleme jak se prenasi v’ na w ,
4.4 Argyristv prvek

Obrazek 12: Argyristv prvek

Funckionaly pouzivajici hodnoty 1. a 2. derivace argumentu.
‘P obsahuje polynomy stupné mensi nebo rovno 5 = dim P = 21, tj.
- Ny(v Ne (v
) = vl = 12.3) V() = ((N;;EG,%)E?(@) = (ﬁ%ﬁ)zv)'ézz() -
10 12 _ 13 15(v _ 16 17
(N;(Z))’ v"(20) = (N12(Z)N11(:))’UH(’Z1) = (N15(5)N14(:)))’UN(Z2) = (N17(Z)N18(Z))’
Nig(v) = 0nv(23), Noo(v) = 0nv(24), No1(v) = Onv(zs), kde Opv(z;) = v'(25) -
7i(z;)
Tvrzeni 4.3. N je baze P#

Pozndmka. Hermite/Agyris: pouzivame v'(z;) € R v"(z;) € R?2, napifklad

v'(25) = @:;ZEZ;) nebo v'(z;) = (g;gg;g) Porovnan{ mizeme vidét v 13

Obrazek 13: Rozdil mezi lokalni a globalni bazi

5 Interpolant

Pozndmka. Obecnéjs{ funkee budeme promitat do P (nejdiive na jediném koneéném
prvku, pak na siti)

Definice 5.1. Necht (K,P,N) je konecny prvek, dimP = d, (®1,...,P4) je
uzlova béze, Dy, je definiéni obor funkciondlu N; e N,j =1,...,d
Pak vyraz yru = Z?zl N;(u)®; prou € ﬂjzl Dy, se nazyva lokdlni interpolant funkce u

Pozndmka. Jde o soufadnicové vyjadieni v béazi (®q,...,P4), tj pro & € P je
2?21 N;(a)®; = 4, ale pro i ¢ P nikoliv

Obréazek 14
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Priklad. Linedrni Lagrange (K, P,N), Ni(v) = v(0,0), Na(v) = v(1,0), N3(v) =
v(0,1)
Uréime nulovou béazi, ®;(z1,x2) = c1j + co;x1 + c35x2: N;j(Py) =d

j = 1611 = lj =2 C12 = Oj =3 C13 — 0 (30)
c11 +co1 =0 c1z2+ e =1 ci3t+c3 =0 (31)
C11 +c31 =0 ci2+c32 =0 c13+c33 =1 (32)

Z ¢ehoz dostaneme:

O (z1,22) =1 — 21 — 22, Pa(x1, 22) = 21, P3(21, 22) = T2

Diikaz:

Pro druhou ¢ast tvrzeni:

WL (Q) = {v €x ()| (V]a] <7+ 1)(D% € Loo)},

Loo(Q) ={v: () » R|(3K > 0)(SVx € Q)(Jo(z)| < K)}

Provedeme pro = 0 (Lagrange), vime: Ysu € C(*) z predchozi vlastnosti
a Yru(r) = Yxu(z) prox € K, K € J a Yxu(z) € Pk (tj je polynom), tj.
Vru(x) € C)(K)

Prozkoumame moznost derivovani Y 7u v € (pomoci derivaci ve smyslu dis-
tribuci)

Proken:

= 0y, Vou € Loo(Q),tj.V7u e W (Q)

O

Pozndmka. Pro J triangulaci ,—_

Definice 5.2. Necht (K,P,N) a (K,P,N) jsou KP, F(z) = Az + b je afinni
zobrazeni K — IC, A je reguldrni.
Pokud:

1. F(K=K)
2. F*(P) =P, kde F*(0) =9 - F pro o € P
3. Fu(N) =N, kde (F,N)(?) = N(¢- F) pro N e N

Pak Fkdme, ze(KC, P, N) a (K, P, N') jsou afinné ekvivalentn.
Budeme znaéit ~4
Priklad (Linearni Lagrange). K; = [21, 22, 23]y Ko = [uy,us, us]
Kl = {217 S R2|(E|a1,a2,oz3 e< 0,1 >,Z?=1 a; = 1)(3’3 = Z?:l Oéij)}
3 3 3
Pak F(z) = F(Zj:l a;z;) = A(Zj:l ajzj) +b = Zj:l Az +1-b =

3 3 3
2= Az + 3 b =30 o (Az; + )
Tak vznika soustava rovnic pro prvky A a b
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Az +b=wuj,j =1,2,3 pii zadanych z;,u;,j = 1,2, 3, feSitelné jednoznacné
- F(Kl) = K2

P12 polynomy stupné < 1 na Ky, Kz, prod € Py je (0-F)(x) = {z € K1} =
0(Fy) je polynom stupné < 1 na K;

= F*(P2) C Praprov € Py = v(x) =v(F (%)) polynom stupné
SlnaKQ:>U-F_1€P2:>F*(P2)=P1 _

Pro N; € Nk, = N;(v) =v(zj) aprod € Py je 0(uj) = N; = 0(F(z5)) =
(U F)(z;) = Nj(0- F) = Nj = F.(N;)

Kazdé 2 line8rn9 Lagrangeovy prvky jsou afinné ekvivalentni.
Priklad (Kvadratické Lagrangeovy prvky). Pro ~4:

Prvni bod:

F = F(x) najdeme opét pomoci zj,u;,7 =1,2,3 = F(K;) = K»

Druhy bod:

1. prod € Py (stupné < 2) = @oF(z) je stupné < 2na K; = 9oF(z) €
Po = F*(P2) CP1

2. prov € P, = v(x)=v(F(y))=(vo F 1 (y)

To dohromady dava F*(Ps) = P

Treti bod: R

Necht N; € Ni,j =1,2,3, pak pro © € Py je v(u;j) = N;(0) = 0(F(z;)) =
(Vo F)(z) = Nj(0 o F) = F.(Nj) = N;

Pro ~* je tedy nutné, aby u; = F(z;),j = 4, 5,6, tj, barycentrické soutad-
nice musf byt stejné == pakN; = F,(N;), pro j = 4,5,6 = ~4
Priklad (Hermiteuv prvek ).
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6 Dodatek
6.1 Ukol 1 - P¥iklad 9

Urcete prvky matice linedrni soustavy rovnic pro okrajovou tlohu fesenou
metodou koneénych prvki

—(A@)) +q(@)u = f(z) v (a,b) (34)
U|pea = 0, u|z=p =0 (35)
kde a = 2,b=3,A\(z) =1+ z,q(x) = 2 a sit MKP je rovnomérnd a dand uzly:

—a

b
zj=a+jh,h= (36)

kde m € N je pocet prvku diskretizujici interval (a, b), ktery je obecnym parame-
trem.

6.1.1 Vzorce pouzité z prednasky

1
d
a(dj, ;) =/ ((z; —$J—1)y+$g—1)#+
0 J Jj—1
1
[ ol = gy 2o — ) dy-
0
1
dy
- —(Tjp1 —2j)y+xjp)————
/op( ()41 )Y J+1)fl7j+1_17j

1
~ [ apn =yt )i - o) dy (3T
0

1
d
a(dj, dj—1) = —/0 p((aj — 25 1)y + 25 1) —

acj — xj,l
1
- / a((2; — 25—)y + )yl — y)(@; — 1) dy  (38)
dy

1
a(dj, pjt1) = —/0 p(—=(@j41 — )y +2j01) ———

Tiy1 — T

- / G~ (@1 — )y + 2500)y(L = 9) (251 —25) dy (39)
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6.1.2 ResSeni
Ze zadani vidime nésledujici uzitecné vztahy:
h=—
m
.’Ej — .’)3]‘,1 =h= .1‘j+1 — .’L‘j
Ql‘j_l — l‘j+1 = —2h

Dosazenim zadéani do (37) a pouzitim (41) dostaneme:

1 d 1
a@n0) = [ (rhyra) e [ 220 i

0

1 dy 1
- [ - [ ay
0 0

| 1
a(¢j, ¢j) = / = (1+hy+z;_1) + 2hy® — E(l —hy + xj41) — 2hy* dy
0

h

1
14+x,_
a(¢ja¢j):/() 7hj Lty 4 2ny? —

1 )
ﬂ—ky—ﬂzgf dy

Yo — 30 2
(05 0) = | = A2 A0y dy
Pouzijeme vztah (42)
1

—2h
a(¢j,05) = | —= T2 dy
0

1
a(6;, ;) =/0 242y dy

a(¢j,¢;) = —2+1=-1

Stejnym zpusobem spoctéme (38):
1 d 1
o301 == [ by a0 = [ 20 =00 dy
0 0

142,
e tymr) = = [ w2y —y) dy

Y42,
alds,051) = = [ TR 4+ (1 2m)y =20 dy

l+a;_1  (1+2h) , 2k
(@, d-1) = ———~ - 5 )+§
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Dosadme za z;_1 =2+ (j — 1)h :

3 . (1+2h) 2h
a(¢j,¢j71):*5*(3*1)* T3
.1 3 h
a(dj, dj—1) = —j + 5 n 3
Nakonec jesté pouzijeme (40):
o1 1
a(¢j?¢j—1) = 7‘7 + 5 *37717 %

(56)

Pro (39) bud vyuzijme toho Ze matice je symetrickd nebo jednoduse spoctéme:

1 d 1
a(pj, djr1) = —/0 (1—hy+ ’Ij+1)% —/0 2hy(1 —y) dy

Y1-nh ;
ol i) = [ EZHEEE) o1 ) dy

1 .
ooy = [T o 1y - 2n? ay

Opét dosadme za zj41 =2+ (j + 1)k :

1 .
a@s,0y00) = - [ CEEEI o 1y - 22 dy

(652 b3e1) = — <(3+ (jh+ 1)h) N 2h2— 1 2;)

a(j, $j+1) = SR ACAR VO

h 2 6
3 1 2h
a(9j, dj+1) = A + 5
A opét pouzijeme (40):
o1 1
a(¢j, ¢j+1) = —3m — j — 5T 3m
6.1.3 Vysledek
Nakonec tedy dostavame:
a’(¢ja¢j) -1
. 1
a(¢j, ¢j-1) = —j + 5~ 3m — 3m
1
a(¢j, Pj+1) = —3m — j — 5T 3m

(57)

(58)

(59)

(60)
(61)

(62)



6.2 Ukol 2 - P¥iklad 11
6.2.1 Zadani

Necht Q@ C R™ je omezena oblast, n = 2,p = 2,k = 5. Dokazte ekvivalenci
vyraza

Z 1D%ul|, ) (68)

|| <k

=

> / Do (&) Pde (69)

lo| <k

pro u € Wz(jk) (€2). Naleznéte pritom konkrétni podobu konstant ekvivalence.

6.2.2 ReSeni

Nejprve dosadme zadani do vyrazi, dostaneme:

Jully =Y Dl Ly(0) (70)

ler|<5

Nl

ful = [ 3 /Q 1D° (a)|2d (71)

le]<5
V (70) poznévame normu Sobelevova prostoru Wg5), muzeme ji rozepsat jako
%
fuli= 3 ([ 1P a) (72)
jaj<s N9

Ukazujeme tedy ekvivalenci norem,
tj. chceme ukazat ze Ja,b € R tak, ze allullz < ||ullx < bljul|2
Ukazme prvni nerovnost:

1
2
o 3 /Q Do) e | < 3 DUl )

la|<5 la|<5
S pouzitim Minkowského nerovnosti mame:
1
2 2
DDl 2 11D Pullae) = / . DYa)| de| > (T3)
lal<5 jal<5 ¢ lal<s

Déle vyuzijeme faktu, ze (3, ;) > 32, (z)°
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|
(SIS

> /Z |D(z)Pdz | = Z/Q|Da(x)|2dx (74)

al<s lal<5

Jako a tedy muzeme zvolit a =1
Ukazme druhou nerovnost:

> (/Q |Dul? dm)% <b

ler|<5

Nl=

> [ D@

o] <5

Vyuzijeme toho ze pro y; > 0,4 € nn plati

7 toho mame:

> [ i 2—2:@1%5 ([ as)” o

lal<5
b= Z 1=21

lor|<5

Nl
=

Z toho vidime:

Tedy nakonec plati:

[ullz < llufly < 21[ull2 (77)

6.3 Ukol 3 - P¥iklad 11
6.3.1 Zadani
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6.3.2 ResSeni

Oznacme f(z,y) = (v +y)>.
Nejprve najdéme lokalni interpolant pro Kg.
Zacnéme nalezenim uzlové baze. Mame nésledujici:

. Ni(f) = £(0,0) =0
. No(f) = £(0,-1/2) = —1/8

. No(f) = £(0,-1) = -1

o Ni(f) = F(=1/2,-1) = —27/8
. N5(f) = f(~1,—1) = =8

. No(f) = f(-1/2,-1/2) = -1

Hledame bézi:
Qi(z,y) =qaj erijrcja:erij +ejy2 + fizy (78)

a vyzadujeme podminku N;(I;) = d;
Z toho dostavame nasledujici soustavy rovnic Vj € 6

aj = 01
aj = 56+ ;€5 = 02
aj —¢j +ej = 03;
1 1 1
ajf§bj76j+1dj+€j+§:54j
ajfbj70j+dj+€j+fj:55j
1 1 1 1 1
aj — 5bj — e+ gdi + e+ 1 i = 0
Tuto soustavu muzeme Uspornéji napsat jako:
1 0 0 0 0 O ay az a3z Qa4 a5 Qg 1 0 00 0 O
1 0 =3 0 % 061 b2 bs by b5 bg 010000
1 0 -1 0 1 0 1 ¢ c3 ¢4 ¢c5 c| |0 0 1 0 0 O
1 -3 -1 1 1 3| |d do ds do ds dg| [0 O 0 1 0 0
1 -1 -1 1 1 1 €1 €y €3 €4 €5 €5 00 0 0 1 0
1L =5 5 11 1/ \h o fs fu f5 fo 000001

Po vyteseni dostaneme:
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a1 a2 a3 a4 a5 ag 1 0 0 0 0 0
by by by by by bg 0 4 -1 0 1 —4
Ci C2 C3 C4 Cs5 Cg o 3 —4 1 0 0 0
dy dy d3 dy ds dg| |O O 2 -4 2 0
€1 €2 €3 €4 €5 €g 2 —4 2 0 0 0
i fo fs fa fs Je 0 4 -4 4 0 -4

Tedy dostaneme néasledujici uzlové funkce:

o Oy(z,y)=1+3y+2y°

o Oy(z,y) = 4x — 4y — 4y? + day

o O3(z,y) = —a+y+ 222+ 2y* — day
o Oy(z,y) = —42% + day

o Os(x,y) =z + 222

o Og(x,y) = —4z — 4ay

o 71 9., 3,
Tre(, ):ZNj(f)q)j(xvy):_im_iy_ix —5Y — 6y

« Ni(f) = £(0,0) =0

o Nao(f) = f(=1/2,0) = —1/8

o Ns3(f) = f(-1,0)= -1

o Nu(f) = f(-1,-1/2) = —27/8
o Ns(f)=f(-1,-1)=-8

o No(f) = f(=1/2,-1/2) = -1

A pak bychom fesili Vj € 6
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aj; = 51]‘

1 1
a; — 5[)] + Zd] = (52]‘
aj—bj—i—dj :53j

1 1 1
aj—bj—§cj+dj+iej+§:54j
aj —bj —cj+dj+ej+ fj = s
1 1 1 1 1
(Zj*§bj*§cj+zdj+1€j+1fj:56j

Nebo si v§imneme symetrie tilohy a uvédomime si, ze mame stejnou soustavu
rovnic jako pro Kg, pokud bychom v (78) zaménili z a y.
7 toho plyne, ze jako interpolant dostaneme:
1 7 35 9,

Iks(2,y) = T TRY TR T 5

Jako globdlni interpolant tedy dostavame:

1 7 3,2 9,2
_§$ — 5y — §ZL' — §y 6$y , na K5 (81)
IKs K b
—%Z‘—% —%$2—%y2—6$y , ha K6

6.4 Ukol 4 - P¥iklad 3
6.4.1 Zadani
Rozviiite do Taylorova polynomu typu 4 v bodé [0, 0] funkei sin(z? — y?).

6.4.2 ReSeni
Z definice hledame:
4) . 1 .. o o
Ty sin(a? —y?) = Y —D*sin(a® — )| j0,02795
|a|<4

Pro zjednoduseni zapisu ozna¢me f(x,y) = sin(x? — y?)
Vyuzivame toho Ze muzeme zaménovat poradi derivaci.
Spoctéme tedy derivace az do 3. fadu véetné, vyhodnocené v [0, 0]:
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Osin(x? — y?
9sin(z” ~y’) l0,0) = 2z cos(z® — y*)|j0,0) = 0

0,0 =0

Ox
aSiIl(ggny)Hop] = —2ycos(a” — y*)]jo,0 = 0
WHQO] = daysin(z? — y*)|j0,0 = 0
%ﬁhop} = 2cos(z® — y?) — 4o’ sin(a? — y?)[j0,0) = 2
Whom = —2cos(z® — y*) + 4y’ sin(z® — y?)[0,0) = ~2
%ﬁhom = —4zsin(z® — y*) — 8w sin(z® — y*) — 82° cos(2® — y?)
aSiIl(;;?’y2)|[0,01 = —dysin(z? — y?) — 8ysin(2® — y?) + 8y> cos(z® — y)j0,0 = 0
Whom = dysin(z? — y?) + 8xy cos(a? — y?)[j0,0) = 0
Whop} = 4z sin(z? — y?) — 8zy® cos(a® — y°) 0,0 = 0

Spoctené hodnoty dosadme do definice a dostaneme:
2 —2

4 .
T[(o,z)] sin(z? — y?) = 5932 + 7?/2 =2 —y?
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