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1 Mandelbrot

Zn+l = Zrzz +c (1>

Pro z, — 0 jde o Juliovy mnoziny
Obecnéji
Znir = F(z0) 2)

2 Uvod do teorie dynamickych systémii

Pozndmka. PouZijeme metrické prostory X = (X, 0) kde X je mnozina a o :
XxX— Ré‘ je metrika. tj

L (Vo,y € X)(o(z,y) = o(y,z))
2. (Va,y € X)(o(z,y) =0 z=y)
3. (Vo,y,z € X)(o(z,2) < o(z,y) + oy, 2))
Pak také (Va,y € X)(o(z,y) > 0)
Definice 2.1. Necht na X je ddn soubor zobrazeni {S(¢)}:c takovy, ze
1. (vt € O)(S(t) : X — Xje spojité)
2. 5(0) = Yd (identita)
3. (Vs,t €eO)(S(t+s)=5(t) o S(s))
Pak {S(t)}ieo se nazyva dynamicky systém
e pro [J =R invertovatelny
e pro = RS‘ neinvertovatelny
e pro [ = 7Z diskrétni
Pozndmka.

0. S(¢) je spojité na X : (Vxo € X)(Ve > 0)(36 > 0)(Vx € X, p(z,z0) <
6)(e(S(t)x, S(t)wo) <€)

1. Smysl S(t) je vyvoj poéateéniho stavu x;p; € x v Case t € O : S(t)wipg, t
ma roli ¢asu

2. S(0) = Yd znamend: S(0)Zin; = Ting

3. Podminka 3: pro z;,; € X, prot,s,t+s € 0: S(t+8)xim; = S(t)[S(8)Tini]



4. Pak pro 0 =R : zvolme t € R a pak —t € R = plati podminka3 :
S(0) = S({t+(—t)) = S(t)oS(—t) =S((—t)+t) = S(—t)oS(t) =Yd (3)
Z toho mame S(—t) = [S(¢)]!
Prod =2 = prok €Z je
S(k)xin; = {Dle bodu 3} = S(k—1)[S(1)2n:)(Zatim prok e N) = - .. =

= SMW[SM)[...SM)z;ni]] = [S(1)oS(1)oS(1)o- - -08(1)]zins =" 5(1)“4(4)
Pro k < 0 ozna¢me S(1)* = ([S(l)]_l)“k”
Pro k = 0 oznaéme S(1)¥ = Yd

Definice 2.2. Necht X je metricky prostor, {S(¢)};c je dynamicky systém na
X. Pak:

1. X se nazyva fazovy prostor

2. Pro zg € X mnozina {S(¢)xo}ieq se nazyva trajektorie prochazejici
bodem zg € X

3. Bod z* € X, pro ktery S(t)a* = z*,Vt € 0O, se nazyvd pevny bod
dynamického systému

4. Mnozina A C X, pro kterou S(t)A = A,Vt € O, se nazyva invariantni

5. Pevny bod #* € X je stabilni, pokud (VH;Pokoli) (3H§%>okoli)
(\mo e Hﬁ)) (Vt €O, ¢ > 0) (S(t)xo e Hﬁ))

6. Pevny bod z* € X je nestabilni, pokud neni stabilni

7. Pevny bod z* € X je asymptoticky stabilni, pokud je stabilni a navic

(D okoli) (vag € HEP) (S()mo 5" o)

Definice 2.3. Pro zkraceni zapisu misto okoli budeme psat € Jx, presny vzhled
zalezi na topoplogii.

Priklad. Zadéni je:
& =az,a € R,z(0) =g (5)

Reseni ma tvar z(t) = e'®zg,t € R, pak X = R, S(t) = e'*. Ovéiime
1. S(t) : R — R jako ndsobeni je spojité

2. 5(0)=1 = S(0)=Yd

3. S(s+1t) =elstta = esaegta = §(5)S(t) = S(s) 0 S(t)



7 toho dostavame ze zadani generuje dynamicky systém na R

Priklad. Zadéani je
& =Ax,A e R"" z(0) =z (6)

Reseni je z : R — R™ amd tvar z(t) = e'*zo,t € R, kde e = Y17 | & (tA)".
7Z toho mame, ze S(t) = e**. Ovéiime Ze se jednd o dynamicky systém

1. S(T) je spojité, nebot S(t) funguje jako ndsoben{ matice a vektoru coz je
spojita operace

2. 5(0) =1, coz je identita na R"
3. S(s+1t) = S(s) o S(t), dle vlastnoti e(s+)4 = esheth

Priklad. Zadéani je
=1+ 2(0) =20 (7)

To je separovatelnd rovnice s feSenim

bodatat [t
/o T @) */0 bl (®)

z(t) d
Y
=t (9)
/zo 14y?
arctan(z(t)) — arctan(xg) = ¢ (10)

tedy
x(t) = tan(t 4 arctan(xg)), o € R = arctan(zg) € (—7/2,7/2) (11)

Z toho mame maximalni rozsah ¢ € (—% — arctan(zo), 3 — arctan(zo)).
Zadani tedy negeneruje dynamicky systém.

Priklad. Hénonuv atraktor
x}LH:xi—i—l—a(m;)Q,xiH:bx}q (12)

Navica =1.4,6=10.3

Generujeme posloupnost {(i%)} vRZ tj X =R?

n n=1
Diskretni dynamicky systém
1 201 _a(s)2y . o

L F(%) = (" +1bw1( ) ) je spojité.

2. Floj=Yvd

3. Flm+n] — plm] o pln]

Priklad. Pouzijeme pifklad 2 (ten s matici ) pro n = 2, tj. X = R?



1. Nejdrive vezméme matici

A= (_01 (1)) (13)

Tedy X! = —2! a 3% = 22 s fefenfm z!(t) = e~ 'z} a 2%(t) = e'ad

Tedy mame A = X je invariantni, osy ! a x? je invariantni a pevny bod
x* = [0,0] je nestabilni.

2. Nyni vezméme matici
0 -1
b= (0 ) )
Tedy X' = —22 a @2 = 2! s feSenim z'(t) = rocos(t + to) a z3(t) =
0 sin(t + to)

Méme pevny bod z* = [0,0], A = X je invariantni.



3. Nyni vezméme matici
-1 0
(i) -

Tedy X' = —2! a 3% = —22? s feSenim 21 (t) = e7ta} a 2%(t) = e 2123

2 2

€T

(z1(

, , — (t) _ z2 2 _ 1\2 =
Po upravach dostavame w07 J—(wé)z a proto x (x ) AL(Z(% )2

A = X je invariantni, osy ', z2 jsou invariantni, mame pevny bod z* =
[0,0]

4. Matice
1 0
a- () a0

Tedy X! = —z' a i? = 2'+22 s fefenim 2 (t) = e’z a 22(t) = (x)t+a?)e!

\

Pevny bod 2* = [0, 0] je nestabilni

A= G _11) (17)

Tedy X' = 2! — 22 a #® = 2! + 22 s feSenim ' (t) = roe cos(t + to) a
22(t) = roel sin(t + to)

5. Matice



Pevny bod 2* = [0, 0] je nestabilni
Definice 2.4. Trajektorie z predchoziho prikladu pojmenujeme
1. Sedlo
2. Stied
Uzel

Nepravy uzel

ook W

Ohnisko

Definice 2.5. Necht 2* je pevny bod dynamického systému na X. Pak mnozina

M_(z*) = {xo € X|S(t)zy =X m*} se nazyva stabilni varieta.

Mnozina
My (%) = {xo € X|(3iplna trajektorie {u(t)},cp)
(3to € R) (o = ulto) Au(t) 2= 2*)}

se nazyva nestabilni varieta.
Necht A C X je invariantni a

(3By C X, By € Ty, By © A) (Vao € By) (Q(S(t)xo, A) =¥ o)

pak A se nazyvé atraktor.

Pozndmka. Trajektorie {u(t)}rer je uplnd, kdyz je parametrizovana Vt € R(t €
RNZ),tjtlze (::‘_"z) To neznamena, ze diskrétni systém musi byt inverto-
vatelny.

Atraktory jsou asymptoticky stabilni pevné body a mnohem vice (viz. dale).

Priklad. Nekoneéné rozmérny dynamicky systém:

Oyu = DO? u,v(0,00) x (a,b) (18)



Okrajové podminky u|z—=, = 0,ulz=p = 0 a poCdtetni podminky uli=g =
Uini(Z) v (a,b)

UKOL: zapsat analytické feseni ve tvaru rady a urcit, jaky DS generuje.

Pro usnadnéni provedeme transformaci x =  — a Transformované okrajové
podminky jsou u|z—g = 0, u|z=p—q =0

Resfme pomoci separace proménnych.

u(z,t) = St)T () (19)

Rovnice je pak

T(z) =25 (20)

Upravime

3
&
0
=

(21)

@T(x)  ds(@t)
dx2 dt

Leva strana zavisi pouze na x, leva pouze na t, proto se obé strany rovnaji
néjaké konstante C.
7 pravé strany mame

asit) _
3 = CS(t) (22)
Z toho dostavame
S(t) = Ae®! (23)
7 levé strany mame
d*T(z)
Resenim je
T(x) = b1V + bye= VO (25)

Z okrajovych podminek vime, ze T'(a) = T'(b) = 0.
Pokud je C' > 0, tloha ma reseni pouze pro u = 0. Proto C' < 0. Pfeznac¢me
a:=—-C

7 toho dostavame
T(x) = ay sin(v/az) + as cos(v/ax) (26)
Dosadime okrajovou podminku u|,—o = 0 a mame
T(z) = a1 sin(y/ax) (27)
7 druhé okrajové podminky mame

T(z) = ay sin(n x) (28)

T
b—a
, kde n je celé cislo.

Tedy a = np™



Celkové dostdvame Feseni modi:

> s n?n2t
u(z,t) = Z Cp sin(nmx) exp(—m) (29)
n=1

kde koeficienty C), se dostaly rozvojem pocatecni podminky do Fourierovy rady.
Provedme zpétnou transformaci £ =z + a

™ nn’t

u(z,t) = ZC” sin(nb_a(fc—a))exp(—m) (30)
n=1

Rada diverguje pro t < 0, dynamicky systém je neinvertovatelny.

3 Konecéné-rozmérné dynamické systémy gene-
rované ODR

3.1 Uloha 1
dx
dt
Jkde ' € RN je oblast, f:T'+— R™, f € CO(T) a x;,; €T

Véta 3.1 (Liouville). Necht plati pro 3.1 predpoklady (z) a navic f € C4)(T') -

a M CT je méfitelnd a u(M) < oco.

= f(z),z(0) = z;ni (31)

Pak J
G @ 0D) o = [+ (@) (52
M
Diikaz.
w(®(M)) = / 1dy = {substituce y = ®4(x)} = / 1|Y|dx (33)
Qt(A4) M
Vypocet jakobianu
(P () O(P4 ()"
Ozt T Ozt
Yi=| : (34)
(P ()" O(Pe(2)™
oz ce oxn
ProtzokoliOaz eI
. . 0 . 1., 0? . .
©4(2) = Po() + 5 (Pe(2))lem0 + 51755 (Pe())le=0 + Ra(t, (1)) (35)
zde 9
5 (2t(&)) = F(24(2)) (36)



0? . 0 . , 0 . / A .
7 (@@)) = o (F(@u(#)) = 1 (@u(8) 5 (®:(8)) = F(@:(2))f(®:(2)) (37)

Rovnici (35) derivijeme podle slozek &

10
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