MRMMI

Matéj Popd'akunik
21. prosince 2023

Obsah

1

Reprezentace ridkych matic v pocitaci

1.1 Soufadnicovy format . . . . . . . ...
1.2 CSR format (Compressed Sparse Rows) . . . . . . .. ...
1.3 MSR format (Modified Sparse Rows) . . . . . . . . .. ...
1.4 Ellpack - Hpack . . . . . . . . o e e
1.5 Diagonalni ulozeni . . . . . . . . . e

Pi#imé metody pro reSeni soustav linearnich algebraickych rovnic
2.1 Odvozeni Choleského rozkladu . . . . . . .. .. . ..

2.2 Submaticovd metoda . . . . .. L L e e
2.3 Sloupcova metoda . . . . . ... e
2.4 Popis struktury fidkych matic . . . . . ... oL
2.5 Vznik zaplnéni . . . . .. L
2.6 Eliminacni strom . . . . . . . . .. e e e

2.6.1 Vlastnosti elimina¢nich stromu . . . . . . . . . . . ... ..

2.6.2 Konstrukce elimina¢niho stromu . . . . . . . .. ...

ReSeni rovnic s fidkou SPD matici

3.1 Algoritmy pro vytvoreni pasu, respektive profilu . . . . . ... ... .. ... ... ... ..
3.1.1  Algoritmus CMK (Cuthill, McKee) . . . . . . ... .
3.1.2  Algoritmus GPS . . . . oL
3.1.3  Algoritmus RCM (Reversed Cuthill McKee) . . . . . . ... ... ... ... ..

3.2 Usporadani minimalizujici zaplnéni . . . . . . . .. ... L Lo
3.2.1 Algoritmus minimélniho stupné (Minimum degree ordering) . . . . . . . .. ... ...

3.3 Usporadani prizpusobujici A pocitacové architektuie . . . . . . . . . . .. ... ... ... ..
3.3.1 Frontalni metoda . . . . . . . . ..

Poznamky k obecnéjsim systémum

4.1 Symetrické indefinitni matice . . . . . ..o L
4.2 Predpodminovani metody slozenych gradientu . . . . . . . . ... ... o oo
4.3 Rychlost konvergence PCG . . . . . . . ...
4.4 Testovaci pfipad . . . . . . . L e e e
4.4.1 Metoda prosté iterace . . . . . . . . L e e e
4.4.2 Richardson . . . . . . . . e
4.4.3 Jacobl . . . .. e
444 Gauss-Seidel a SOR(W) . . . . . ..o
Netplné LU rozklady (ILU - incomplete LU decomposition)
5.1 TLUK) . . e
5.1.1 Grafovd interpretace ILU(K) . . . . . . . . . ... oL
5.2 Dalsi varianty . . . . . . . oL e

W wwN N

O 1 O O UL Ui xR



Budeme fesit Az = b, kde A je ridka.
Definice 0.1. Matice A € R™" je i{dkd < obsahuje mdlo nenulovych prvku, napt O(n)

Definice 0.2. Matice A je fidkd < jsme schopni vyuzit znalosti pozic nenulovych prvku k ¢innému feseni
soustavy.

Definice 0.3. Matici ktera neni fidka se nazyva husta.

Pozndmka. Ridké matice pfirozenym zpiisobem vznikaji pii diskretizace PDR metodou siti, koneénych ob-
jemu, koneénych prvku, atd.

Priklad. Redme metodou koneénych diferenci Poissonovu rovnici ve 2D
—Au=f, naQ=(0,1) x (0,1) (1)
uloo =0

Diskretizaci dostaneme obrazek
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Diskrerizace

Pocet uzli na ose x oznacime n,, na ose y ny.
— _1 —_1
Pak dostaneme h, = nz+27hy =
Diskretizac{ (1) pak dostdvame

Wity = Uiy FUim1y Wit — 25t U1 fi 2)
2 2 —Jug
h2 h2

Piedpokldddme n, = n, = h, = hy, := h a dostaneme

4 -1 0 0 -1 0 0 0
-1 4 -1 0 0 -1 0 0
0 -1 4 -1 0 0 -1 0
1 0 0 -1 4 -1 O 0 -1
h2|—-1 O 0 -1 4 -1 0 0
0 -1 0 0o -1 4 -1 O
0 0 -1 0 0o -1 4 -1
0 0 0 -1 0 0o -1 4

Ale pokud naptiklad n, = n, = 1000 => n = 10°% vrcholi.
Pii hustém ulozeni n? prvkii 10'2, pokud 8 bajti na prvek = S8TB dat.

Vkladdme-li pouze nenulové prvky (tj. jen 5 diagonél kterych vznikd) a5 x n prvka po 8B = 40MB
dat

1 Reprezentace ridkych matic v pocitaci

1.1 Souradnicovy format

e 1 pole redlnych ¢isel délky n, (pocet nenulovych prvkia v matici), obsahujic{ hodnoty nenulovych prvku
matice A v libovolném potadi.

e 2 pole celych ¢isel obsahujici fadkové, resp. sloupcové indexy nenulovych prvku.

Priklad.
1 0 0 2 0
34 0 5 0
A=|6 0 7 8 9 (3)
0 0 10 11 O
00 0 0 12



Pak dostavame nasledujici 3 pole

AA =(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12)
IA =(1,1,2,2,2,3,3,3,3,4,4,5)
JA = (1,4,1,2,4,1,3,4,5,3,4,5)

Lze vylepsit pokud ukldddme prvky systematicky (napiiklad po fddkéch), pak TA obsahuje redundantni
informaci.
1.2 CSR format (Compressed Sparse Rows)

e AA pole redlnych &isel délky n, obsahujici nenulové prvky matice A zapsané po radcich.

e JA pole celych ¢isel délky n,, obsahujici sloupcové indexy prvku v AA

e TA pole délky n + 1 (pocet tadku +1), kde i-ty prvek uddvé index zac¢dtku i-tého fddku matice A v
polich AA a JA

Priklad. Vezméme matici z (3), pak dostaneme

AA =(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12)
JA = (1,4,1,2,4,1,3,4,5,3,4,5)
IA =(1,3,6,10,12,13)

Posledni ¢len v TA (zde 13) je umeély ukazatel za konec AA a JA
Vyhody:

e Seti{ pamét

e Cache hits

Nevyhody:

e Spatné se priddvaji nenulové prvky

Existuje i alternativa, kdy matici ukladame po sloupcich, tzv. CSC formét.

1.3 MSR format (Modified Sparse Rows)

Casto jsou diagonalni prvky Anenulové a jsou potieba Gastéji nez ostatni prvky, proto je ulozime zv14st.
e AA pole realnych cisel délky n, + 1 obsahujici nenulové prvky matice A zapsané po radcich.
e JA pole celych ¢isel délky n, + 1, obsahujici sloupcové indexy prvka v AA

Priklad. Vezméme opét matici z (3), pak dostaneme

AA = (1,4,7,11,12,%,2,3,5,6,8,9, 10)
JA = (7,8,10,13,14,14,4,1,4,1,4,5,3)

V AA jsou tedy nejprve zapsané viechny diagonalni prvky, jedno volné misto (%)
a ostatni nenulové prvky zapsané po fadcich

V JA médme pied 14 indexy zac¢dtku fadku v poli AA, 14 je umély ukazatel
za konec pole AA, za mame sloupcové indexy nediagondlnich prvka

1.4 Ellpack - Hpack

Pro matice, které maji omezeny pocet nenulovych prvkua na 1 fddek, maximalné néjaké Ny, uvazujeme malé.

e COEF pole redlnych cisel délky n * Ny obsahuje na i-tém faddku (pokud mame 2D pole) hodnoty
nenulovych prvku i-tého radku matice A.

e J[COEF obsahuje sloupcové indexy odpovidajicich prvkia v poli COEF

Priklad.
10 2 0 O
340 5 0
A=]0 6 7 0 8 (4)
0 0 9 10 O
0 0 0 11 12
Vezméme Ny = 3, pak mame
1 2 1 3 -
3 4 5 1 2 4
COEF=\|6 7 8|,ICOEF=|2 3 5
9 10 - 3 4 -
11 12 4 5



1.5 Diagonalni ulozeni

Jedna se tedy o matice v nichz se nenulové prvky nachazi jen na nékolika malo diagonalach.
Nenulové diagonaly matice Ajsou ulozeny v poli DI AG velikosti n * Ngiag.

Offsety kazdé diagonaly jsou v poli IOFF', coz je celo¢iselné pole délky Ngiag

DIAG]i, j] obsahuje A itrorF)

Priklad. Piiklad pro matici (4)

1 x 2
4 3 5
DIAG=|7 6 8]|,IOFF=(0,-1,2)
10 9 %
12 11

2 Primé metody pro reSeni soustav linearnich algebraickych rov-
nic

Resfme Az = b, kde Aje SPD matice.
Obecné: Reseni Az = b GEM < piendsobeni rozsifené matice soustavy maticemi elementarnich iprav.

Ly_1...LoliA=LA=U
U je matice v hornim trojuhelnikovém tvaru, IL je v dolnim trojuhelnikovém tvaru.
LA=U&A=L"U

GEM je ekvivalentni konstrukci LU rozkladu matice A.
Algoritmus:

1. Kostrukce L, U tak, ze A = Ly, O(n?)

2. Ly = b, O(n?) - fesi zpétny chod

3. Uz =y, O(n?) - fesi zpétny chod

LU rozklad existuje < Aje silné negativni, pokud neni je tfeba piehazovat fadky a sloupce matice A
SPD matice je silné negativni = prehazovat fadky a sloupce neni tieba.
Pro ASPD, U =L"

A =LLT, kde L je v dolnim trojihelnikovém tvaru provedeme Choleského rozklad

A =LDLT - bezodmocninové metoda

2.1 Odvozeni Choleského rozkladu
Opvorva Cnolese by wtulindne nitodadinonhen
———————— -

2.2 Submaticova metoda

Right looking approach (k,i,j varianta)



for k =1 ... n
d_{kk} = a_{kk}

for i =k+1 ... n
1_{ik} = a_{ik}/d_{kk}
end
for i =k+1 ... n
for j =k+t1 ... n
a_{ij} = a_{ij} - 1_{ik} a_{kj}
end j
end i
end k

2.3 Sloupcova metoda

Left looking approach (jk,i varianta)

for j=1 ... n
for k=1 ... j-1
for i =k+1 ... n
a_{ij} = a_{ij} - 1_{ik}a_{kj}
end i
end k
d_{jjr = a_{jj?
for i =3j+1 ... n
1. {ij} = a_{ij} / d_{jj?
end i
end j

Pozndamka. Obé metody lze vylepsit, staci provadét cykly pouze pies nenulové prvky
Pozndmka. Pro hustou matici lze vypocet provadét primo v matici A
Priklad.
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a plat{ LDLT = A.
Pro feseni Az = b fesime Ly = b, Dz = y, LTz = 2

Poznamka. I35 # 0 ackoliv aze = 0, na pozici 3,2 doslo k zaplnéni.

Faktor I mé obecné vice nenulovych prvku nez A: Aje fidkd =% L je fidkd, I ,muZe byt i kompletné
zaplnéna.
Datové struktury neumoznuji snadno pfidat novy nenulovy prvek, dynamické datové struktury jsou drahé
= je tfeba umét predpovédét mnozstvi a polohy nenulovych prvka, tj. uréit strukturu L na zdkladé
struktury A.

2.4 Popis struktury ridkych matic
Matici A € R™" piifadime graf G(A) = (V, E), V = n.

ECVXV...(Z',].)EE@U%‘]‘#O

Pro strukturné nesymetrické matice je G(A) orientovany.

L}\\ A%

A~ AJ,mﬂ.umq

\owol

X \( X Nt ton 2
KX

v XX

Pozndmka. Grafy matic pochézejici z diskretizaci PDR (MKD, MKO, MKP) ¢asto jsou totozné s grafem
sité.



2.5 Vznik zaplnéni
Necht Aje SPD

)

oh)= "‘\““*3 o)

\"-"q

=

1 sloupec ”otiskne”svoji strukturu do véech sloupct j, pro které ai; # 0.
Po provedeni 1 kroku submaticového algoritmu se incidentni vrcholy pivota propoji do kliky (kazdy s
kazdym), tedy vznikd zaplnéni.
Lemma 2 1 (O zaplnéni). Nechf A € R"*"je SPD, i,j € f,i > j, k € n.
Potoma ;éO(:) (k 1);«éOneboa(k 1);«réO/\ (k 1)7é0

Drikaz. Aby prvek v kroku k byl nenulovy, tak musel bud byt nenulovy v minulém kroku nebo vznikne
nasobenim praveé téchto dvou prvku. O

Véta 2.2 (O zaplnéni). Nechf A € R"*"je SPD,i,j € 7, > j.
Potom a(n 2 #0 < Jcesta v G(A), i,p1,P2...01, J kde Vk € £, pp < j.

Dikaz. (=)
Dokazujeme indukei podle j:
j—la(" U#O@a(o)#O@(z 1) e E.
Predpokladame ze plati pro j — 1.
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Pii eliminaci napifklad p; z G(A) vznikne hrana ¢ — py. Pfi eliminaci vrcholu se cesta z ¢ — j vedouc{
pres p1, ..., p;y zkrati alespon o 1.

p1...p¢ se eliminuji pted j a 4. Po eliminaci posledmho zZ pl, ...,D¢ s€ 1 a j spoji hranou

7 toho vime, Ze na pozici a;j vznika zaplnéni — a” 75 0. O

2.6 Eliminaé¢ni strom

Elimina¢ni strom matice L (pochézejici z Choleského faktorizace SPD matice A € R"*") je T' = (V, Er),
kde V' = a predek [j] =min{i € 1 | e;; # 0,4 > j}, tj. (i,)) € Er < e #0Aep; =0

X X X X
X X X X
A= X X x| —>L+L= X X X
X X X X X X oz
X X X X X z X

Eliminac¢ni stromy se definuji na zdkladé struktury matice L, ne A.



2.6.1 Vlastnosti eliminaénich stromu

Tvrzeni 2.1. Kofenem elimina¢niho strom je vrchol s nejvétsim indexem
Tvrzeni 2.2. i je predkem j vT = i>j

Tvrzeni 2.3. ¢;; #0 proi > j = i je pfedkem j v T

Diikaz.
Dl(,: L)(GA \\40 \U‘MV\M P(AMB We!

Vshopa y =>(i1y) BT /

ubo% 10 %7%1-\ piey . plvhu\
(k <q Qk‘b)LVWW\‘PJJd’\‘\%
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Pozndmka. Tuto implikaci nelze obratit.

Tvrzeni 2.4. Jsou-li T; a T} disjunktni podstromy eliminaé¢niho stromu s kofeny ve vrcholech ¢, respektive
j,pak Vr € T; a s € Tj plati e, = 0

Diikaz. Negace predchoziho tvrzeni. O

Tvrzeni 2.5. Nechf A € R"*"je SPD, i,j € 7,7 > j.
Potom e;; # 0 < j je piedek néjakého k, pro dané al(g) # 0.
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Disledek 2.2.1. Strukturu matice Llze odvodit z elimina¢niho stromu a struktury matice A.
Nenulové prvky v i-tém Fadku matice L(struktura i-tého tddku) jsou prévé ty prvky v T; lezici na cesté
mezi i a néjakym k, pro které a;; # 0.

Definice 2.1. Struct(L,j) —{i € i | e;; #0,i > j}
Véta 2.3. Struct(L, j) = Struct(A, j) U UkeT]_ Struct(L, k) \]/—\1
Duiikaz. 7 obrazku

O

= strukturu sloupct matice Llze urc¢it v O(m) operacich, kde m je pocet nenulovych prvka matice L.



2.6.2 Konstrukce eliminaéniho stromu

7 prvka matice A.
Pseudokdd:
fori=1...n
predek[i]l = 0
for k in {Soused il index k< index i}
r=k
while(pfedek[r]!= O and pfedek[r]!= i)
r = predek[r]

end while
if (pfedek[r]==0) predek[r] =1
end k
end i
Priklad.
X X
X X
A= X X X
X X X
X X X

3 Reseni rovnic s fidkou SPD matici
Reseni Az = b s fidkou (SPD) matic.

1. Konstrukce elimina¢niho stromu

2. Vypocet struktur fadka (sloupcu) matice L

3. Alokace paméti, vytvoreni datovych struktur L

4. Vypocet Choleského faktorizace A = L. - LT, respektive A =L -D - LT
5. 2 zpétné chody: Ly = b, LTz = y.

V kroku 1-3 provadime symbolickou faktorizaci, pracujeme se strukturou matice A. V kroku 4 a 5
provadime numerickou faktorizaci.

Priklad. Zkoumejme vznik zaplnéni u matice

X X X X X X
X

X

Po provedeni jednoho kroku submaticového algoritmu dostaneme

X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X
X X X X X X

tj. kompletné zaplnénou matici.
Pokud ale prohodime prvni a posledni fadek a sloupec matice A, tj.

X

X
X X X X X X

tak v této matici zaplnéni nevznikne.

Pokud chceme minimalizovat zaplnéni, je mozné permutovat fadky a sloupce matice A.
Vezméme permutacni matici P, pak misto Az = b feSime

PAPTy = Pb

Omezujeme se na symetrické permutace A = AT — A = PAPT je také symetrickd. Diagonalni prvky
matice Azustavaji na diagondle.



Ukazme souvislost s grafy matic. Necht A = PAPT. Pak plati

Uij = O (i)w(s)
= (i,§) € G(A) & (w(i),=w(j)) € G(A})

= Graly G(A) a G(A) se lig{ jen ¢islovanim vrcholu.

Cislovéni vrcholi uréuje poradi v eliminaci, tim vznikajf rozdilné zaplnéni.
Jak zvolit P, aby se s matici A = PAPT 1épe pracovalo? Napiiklad aby

1. Matice A mélo lepsf strukturu nez A
2. P minimalizovala zaplnéni

3. A byla prizptisobena pocitacové architektufe (napfiklad moznost paralelizace)

3.1 Algoritmy pro vytvoreni pasu, respektive profilu

Ozna¢me Vi € 0 : f; = min{j € nfa;; # 0} toto oznacuje pozici 1. nenulového prvku v i-tém rédku.
Ozna¢me 0; =i — f;, to nazvéme Sitkou profilu v i-tém radku
Profilem Apak nazveme
Profil(A) ={(i,j) enxnli >j >1i—0d}
Déle ozna¢me §itku pasu jako § = max; J;.
Nakonec ozna¢me jako pas

Pas(A) ={(i,j) € n xnli > j >i— 6}

Pro ilustraci
Zaplnéni vznika jen uvnitt profilu.

3.1.1 Algoritmus CMK (Cuthill, McKee)
Cislovéni podle trovni

1. Zvol pocatecni vrchol z, Ly = {x}

2. L; = Adj(x)

3. Lo = Adj(L1)\ (L4 U {})

k. Li—1 = Adj(Li—2) \U5Zy L;
End Kazdy vrchol G(A) je v nékteré z mnozin L, Lo, . .., L,, pak vrcholy ¢isluji nejprve v Lo, pak Ly, atd.

Priklad.



Sousedici prvky se lisi maximalné o 1 uroven, dostavaji ¢isla po sobé, proto se vyvaii pés.

Vznika otazka jak zvolit pocatecni vrchol.

Aby byl pés tzk, je tieba volit z tak, aby vzniklo co nejvice trovni.

Prumér grafu ozna¢me d(G), oznacujeme tak nejvétsi vzddlenost mezi 2 vrcholy v G(A) métrenou délkou
nejkratsi cesty.

Vrcholy, mezi kterymi existuje nejkratsi cesta délky d(G) se nazyvaji periferni, ty lze najit v O(n?)
operaci, to je slozité proto hleddme pseudoperiferni vrcholy.

3.1.2 Algoritmus GPS

Necht zg je startovni vrchol. Z CMK dostaneme xg — Lg, L1, ..., Lk,

Zvolime x; € Lk, , z CMK opét z; — Lo, Ly,.. .,L;(Q.

Pokud Ky > K; (tedy mame vice trovn{) tak zvolme xs € L;Q a proces opakujeme, jinak algoritmus
skonéi a x; je pseudoperiferni vrchol.

Ukazme si ilustra¢ni obrazek

Priklad.

Pozndamka. Bylo zjisténo, ze se nékdy vyplati po pouziti algoritmu CKM ¢islovat vrcholy opa¢né. Z toho
plyne nasledujici algoritmus

3.1.3 Algoritmus RCM (Reversed Cuthill McKee)
1. Najdi startovaci vrchol x; pomoci GPS
2. Pro i = f, najdi vSechny neocislované sousedy z; a ocisluj je (vzestupné podle stupné)
3. Otoc ¢islovani y; = xp41-4

_ Otocenim ¢islovani se nékdy vyleps{ profil (>, &)

Sitka pdsma se nezméni, d4 se ukdzat, ze 2?21 d; se nezhorsi.

3.2 Usporadani minimalizujici zaplnéni

Optimalni by bylo najit permutovanou matici

P, |Struct(Lsypr) = min  |Struct(Lpapr)|

Permutace

Na toto neni zndm tcéinny algoritmus, pro nesymetrické matice je to NP-tplny problém.
Diky tomu hledame ”dostatecné dobrd” usporadani, ne nutné optimalni-

3.2.1 Algoritmus minim&lniho stupné (Minimum degree ordering)
1. Go=G(A),Ag=4,i=1
2. V G; najdi vrchol s nejnizsim stupném a oc¢isluj ho — 4
3. Sestav G; eliminaci ¢ z grafu G;_1

4. Dokud i < n, pak jdi na 2) jinak konec
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Hlavni myslenka algoritmu je, Ze vrcholy s malym stupném zpusobi malé zaplnéni.
Pozndmka. Muze se stat, ze vrcholil s minimélnim stupném je vice — ruzné verze algoritmu

Pozndamka. Algoritmus AMD (aproximate minimum degree) - stupné vrchola se nepocitaji presné pouze se
odhaduji

3.3 Usporadani prizpusobujici A pocitacové architekture

C1 S C,

S oznacuje takzvany separator

Rozdélim vrcholy v G(A) na 2 komponenty (pfiblizné stejné velké) a separdtor (maly).
Nejprve ocislujeme vrcholy v C, pak v Cs a nakonec v .S
Matice pak vypada nasledovné:

Obroubeny péasovy tvar.

Nulové bloky ziustanou pii Choleského faktorizaci zachovany

Diagonadlni bloky lze faktorizovat paralelné .

Vyhodné pokud komponenty jsou velké a separator maly.

Postup 1ze rekurentné pouzit na Cy a Co — Metoda vnofenych ez (nested disection), viz obrézek.

3.3.1 Frontalni metoda

Usporddani A lze hledat za béhu Choleského faktorizace
V kazdém kroku permutujeme fadky a sloupce matice Atak, aby se nenulové prvky nahrnuly k diagonale.

11



U pésovych matic se eliminace provadi v malych hustych maticich, nic se nemusi prehazovat. Tato metoda
mé nevyhodu, permutace za béhu je draha. Jeji hlavni vyhoda je moznost konstruovat Choleského rozklad
matice Ai kdyz Aneni celd slozena.

Toto mé aplikaci v MKP, Ase sklddd z prispévku jednotlivych elementu, nemusi se skladat A, ale rovnou
jeji Choleského rozklad.

4 Poznamky k obecnéjsim systémum

4.1 Symetrické indefinitni matice

Priklad.
0 1
a= (1)

a11 = 0, nelze délit nulou a Choleského rozklad neexistuje.
Je tfeba permutovat fadky a sloupce matice A, ale zadnou symetrickou permutaci nedostaneme a1 # 0.
Pii nesymetrické permutaci ztratime symetrii - nebudeme diskutovat obecny indefinitni piipad

Symetrické indefinitni soustavy vznikaji napiiklad ve smisené formulaci MKP nebo pfi feSené vazanych
extrému funkci.
V tomto pripadé ma matice Andsledujici tvar:

n,m _ B C
R — A= (CT 0
A déle pro x € R™, y € R*™™
Bz + Cy = by ()

(CTl‘ = b2 (6)

Obvykle navic plati, ze B € R™™ je SPD a iidkd, C € R™™ " m > n —m a navic h(C) =n —m.
Postup feseni je pak nasledujici:
B je SPD = 3 Choleského rozklad, tj. B = LL” = méme B!
Piendsobme (5) B!
r=B"1(b — Cy)
dosadime do (6)
CTB~*(by — Cy) = by
Upravime na
CTB~'Cy =CTB b, — by
Ozna¢me CTB~IC = S € R*™"~"™_takzvany Schuriiv doplnék.
Soustavu:
Sy = CTB~tb; — by
lze Tesit primo nebo iterativneé.
B je SPD a h(C) =n—m = S je SPD

<C"B 'Cy,y >=< B 'Cy,Cy >> o||Cy||* > 0

, kde o je konstanta PD B~!.

B je SPD = B! je SPD < y # 0.

Nejprve budeme fesit Sy = CTB~1b; — by — y. Pak fesime Bx = b; — C,,.

Obeé soustavy maji SPD matice. S je hustd (!), i kdyz je B ridka.

Pokud je n — m mald, pak hustota nevadi. Alternativné lze soustavu s matici S feSit itera¢né. Pak neni
tfeba S explicitné sestavovat, sta¢i s nimi umét prendsobovat vektory

Sy = CTB-'Cy = CTL-"L-1Cy

—_

. Spocteme Cy
2. Resme Lz = Cy — 2

3. LTyu=2

>

. Sy=C"u

12
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4.2 Predpodminovani metody slozenych gradientti

Aplikaci CG (konjugovanych gradienti) na pfedpodminénou soustavu
L'AL Yy =L %L ' y=2,M=LL"

Lze odvodit algoritmus PCG

1. vstup: A € R™" SPD,xg € R" libovolny.
2. ro = b— AI)ZO

3. vytes: Mzy = 1y, 29 je pfedpodminéné reziduum
4. d() =20
5. for i =0,1... az je aproximace dost pfesna
(a) @i = <<d:f}§éi>>
(b) @iy1 =z + a;d;
(C) Tiv1 = T3 — OzZAdl
(d) Vyfeé Mzi—l-l = Tit+1
(e) Bi= %
() div1 = zig1 + Bud;
6. end for

Pozndmka. Pfi porovnani s normalnimi konjugovanymi gradienty si vSimnéme rozdilu pouze v par krocich

4.3 Rychlost konvergence PCG

O konjugovanych gradientech pro konvergenci vime nésledujici

»>(A)—1

To— T
»2(A)+1 llz0 = ala

|lzn —2|la <2

predpodminéni M = LL” bude t¢inné, pokud %(]LflA]LflT) << x(A)
Aje SPD s vlastnimi éisly: 0 < Ay < Ag < --- < A,
Poté s(A) = i—’; Toto je dobré, pokud vlastni ¢isla L~1AL-Y" tvoif maly shluk daleko od 0.
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4.4 Testovaci pripad

Vezméme matici Akterd pochdzi z diskretizace Poissonovy rovnice v’ (z) = f(z),u(0) = u(1) = 0 metodou

" 1
Sltl, h = Py
2 -1 0
Napiiklad A3 = | -1 2 -1
0o -1 2

Plati nasledujici:
Aje SPD

k ikm \"
keﬁ:)\k:4sin277r ,vk(sinzw)
2(n+1) n+1).,

4.4.1 Metoda prosté iterace
M=1

o(I—A)= rilagc\l — Xl = r’?a;<|1 — 4sin? | =max{|1 — \i|,1 - A} =max{< 1,3} =3
€n en

km
2(n+1)
Metoda prosté iterace NEkonverguje!, je nutno pfedpodminovat.
4.4.2 Richardson
M = %]I, weR

km

2(n + 1)|

o(I —wA) = max |1 — wAg| = max |1 — 4wsin?
€n

7 toho plyne, Ze w je tieba volit tak aby 1 — 4w sin® % € (—1,1), proto

k
1—4wsingi7T > 1—4wsin2I > —1
2(n+1) 2

. o, . 1
Z toho plyne, Ze staci volit w < 35 X

Pro konvergenci Richardsonovy metody je nutna a postacujici podminka, ze w € (0; 3)

o(I —wA) =max {|1 —wh],1 —wA,} =

max{|1—4¢/.)sin2 |,1 — 4wsin®

nmw B
20n+1)f
max {1 — O(h*),1 — 4w cos?

2(n+1)

)

Posledni rovnost plyne z

. nm A 7r 7r
sin ——— =sin| - — —— | =cos ———
2(n+1) 2 2(n+1) 2(n+1)
Prow = % je maximum ze 2 stejnych ¢isel. Z toho
oI —wh) =1—0(h?)

Pro h — 0+ se konvergence zastavuje.

4.4.3 Jacobi
M = D = diag(A) => Richardson s w = %

1 1
oI—-D7'A) = max{|1 — 5)\1|,1 — 2)\n} =

max{1—251n2 |,1—251n2m}:

2(n+1) 2n+1)

1—2sin2L:1—251112%}’:1—0(}12)

2(n+1)

4.4.4 Gauss-Seidel a SOR(w)

Aje dvoucyklicka a shodné usporadana. Proto lze pouzit teorii z numerické matematiky. O rychlosti konver-
gence rozhoduje o(I — (2D — L)~1)A, kde oznaéme Gsor =1 — (1D — L)~ 1)A. Vlastni &isla A € 0(Gsor)
a pt € 0(G jacopi) jsou svazand rovnici (A +w — 1)% = w?p?\.

Gauss-Seidel: w =1: X\ = p?

)=1—4sin® —— 44sin® ——— = 1-O(h?)

oI—(D—L)"'A) = o(I-D~'A)* = (1-2sin’ SCES 2(n+ 1)

2(n+1)
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V&imnéme si Ze i piesto, ze GS konverguje rychleji nez Jacobi tak se také konvergence zastavuje.
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5 Netplné LU rozklady (ILU - incomplete LU decomposition)

Pii LU rozkladu vznikd zaplnéni, LU rozklad se pocitd "piiblizné”a ignoruji se néktera (nebo vsechna)
zaplnéni. Takovato aproximace LU = A muze slouzit jako i¢inné predpodminéni.

5.1 ILU(k)

Pro SPD matice muzeme pouzit netiplny Choleského rozklad (IC - Incomplete Cholesky). Zakladn{ varianta
ILU(0), resp. IC(0).

LU rozklad po radkéch:

fori=2 ... n
for k = 1 Lo i1
a_{ik} = a_{ik}/a_{kk}
for j=k+t1 ... n
a_{ij} = a_{ij} - a_{ik}a_{kj}
end j
end k
end i

Z toho dostéavame ILU(0):
for i =2 ... n

for k=1 ... i-1
if a_{ik} !'= 0
a_{ik} = a_{ik}/a_{kk}
for j=k+t1 ... n
if a_{ij} !'= 0
a_{ij} = a_{ij} - a_{ik}a_{kj}
end if
end j
en dif
end k
end i

Vysledkem je matice se stejnou strukturou jako puvodni matice, vznikd nulové zaplnéni.
Obecnéji lze predepsat P C i X n ve kterych zanedbavame zaplnéni

P ={(i,5) € n x n|l;; = 0 pro ijj, respektive u;; = 0 pro i > j}
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Nesmf se zanedbédvat diagondlni prvky = P C {(i,j) € i x 1,0 £ j}
Podminky if v algoritmu se pak nahradi na if(i, k) ¢ P aif(i,j) ¢ P, jde o netiplnost podle masky.
Plati véta:

Véta 5.1. Pokud Aje M-matice a P C {(i,j) € 7 x i]i # j}, pak algoritmus ILU s maskou P neselze a
sestroji neuplny LU rozklad matice Atvaru A = LU — R, ktery je regularni.
Metoda prosté iterace s timto predpodminénim bude konvergovat.

Matice R odpovida zanedbanym prvkum, plati ze pro (i,j) ¢ P, R;; = 0.

ILU(0) odpovida volbé P = {(i,7) € nn X nifa;; = 0}.

Pokud chceme presnéjsi LU rozklad, 1ze pripustit i nékteré zaplnéni, napiiklad takto:

Definujeme pro kazdé (i,7) € n x fn takzvany level;;, level;; = 0 pokud a;; # 0. Pokud pii konstrukei LU
rozkladu vznikd na pozici (4, j) zaplnéni a vznikd sou¢inem a;iax; # 0, pak definujeme level;; = level;, +
levely; + 1.

Definujeme Py, = {(,j) € i X 1|t # j A level;; > k}.

ILU(k) pak oznacuje netiplnost podle irovné zaplnéni.

5.1.1 Grafova interpretace ILU(k)

Zaplnéni na pozici (7, j) mé level;; = k < v G(A)3 cesta z 1 do j vedouci pfes vrcholy s indexy < min{s, j}
délky & + 1.
Z toho jde predpovédét pozice zaplnéni v ILU(k) (symbolicka faktorizace).

Pozndmka. 1 pro ILU(1) muze vznikat problém s mnozstvim zaplnéni napiiklad

5.2 Dalsi varianty

Maska P vznika za béhu v zdvislosti na velikosti zanedbanych prvka.
7 toho mame netdplnost podle hodnoty, malé hodnoty zanedbdame, velké ponechame.
(k)

Rikéme ze a;;” je maly pokud

lal;k)| < aflal®, a = 0,01

Vyhoda je, ze se nemuze stat abychom zanedbali velky prvek.

Nevyhoda je, ze struktura L,U zavisi na numerickych hodnotach agf), muze vzniknout iplné nova struk-
tura, mnoho zaplnéni. Proto je potieba doplnit omezeni po¢tu nenulovych prvku na fadek.

Z toho dostdvame ILUT(c, n) - ILUT with threshold. Obvykle se voli & = 0.01,n = 10

V algoritmu se pak vybird n nejvétsich prvku v | - |, které spln{ prahové kritérium.
Pozndmka. FExistuji i varianty ILU, které se snazi kompenzovat zanedbané prvky. MILU, respektive MIC
(modified ILU resp. IC). V nich se zanedbany prvek pricte k diagonale.
Pozndmka. Pfi pouziti IC(0) + CG je potieba daleko méné iteraci nez pii pouziti diagondlniho predpodminéni.
Piesto »(M~1A) = O(h~2), pocet iteraci O(h~1).
Pro MIC + CG »(M~'A) = O(h™!). Pak je pocet iteraci k dosazen{ zadané piesnosti O(h~2).
Pozndmka. V kazdé iteraci je tieba fesit soustavy PAPT s matici M = LU, déldme 2 zpétné chody.
To je silné sekvenc¢ni operace, $patné se paralelizuje, lze preusporadat rovnice:
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