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2.6.1 Vlastnosti eliminačńıch stromů . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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Budeme řešit Ax = b, kde A je ř́ıdká.

Definice 0.1. Matice A ∈ Rn,n je ř́ıdká ⇔ obsahuje málo nenulových prvk̊u, např O(n)

Definice 0.2. Matice A je ř́ıdká ⇔ jsme schopni využ́ıt znalosti pozic nenulových prvk̊u k účinnému řešeńı
soustavy.

Definice 0.3. Matici která neńı ř́ıdká se nazývá hustá.

Poznámka. Ř́ıdké matice přirozeným zp̊usobem vznikaj́ı při diskretizace PDR metodou śıt́ı, konečných ob-
jemů, konečných prvk̊u, atd.

Př́ıklad. Řešme metodou konečných diferenćı Poissonovu rovnici ve 2D

−∆u = f, na Ω = (0, 1)× (0, 1) (1)

u|∂Ω = 0

Diskretizaćı dostaneme obrázek

Diskrerizace

Počet uzl̊u na ose x označ́ıme nx, na ose y ny.
Pak dostaneme hx = 1

nx+2 , hy = 1
ny+2

Diskretizaćı (1) pak dostáváme

−ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j

h2
x

− ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1

h2
y

= fi,j (2)

Předpokládáme nx = ny =⇒ hx = hy := h a dostaneme

1

h2



4 −1 0 0 −1 0 0 0
−1 4 −1 0 0 −1 0 0
0 −1 4 −1 0 0 −1 0
0 0 −1 4 −1 0 0 −1
−1 0 0 −1 4 −1 0 0
0 −1 0 0 −1 4 −1 0
0 0 −1 0 0 −1 4 −1
0 0 0 −1 0 0 −1 4


= . . .

Ale pokud např́ıklad nx = ny = 1000 =⇒ n = 106 vrchol̊u.
Při hustém uložeńı n2 prvk̊u 1012, pokud 8 bajt̊u na prvek =⇒ 8TB dat.

Vkládáme-li pouze nenulové prvky (tj. jen 5 diagonál kterých vzniká) ≈ 5 ∗ n prvk̊u po 8B =⇒ 40MB
dat

1 Reprezentace ř́ıdkých matic v poč́ıtači

1.1 Souřadnicový formát

• 1 pole reálných č́ısel délky nz (počet nenulových prvk̊u v matici), obsahuj́ıćı hodnoty nenulových prvk̊u
matice A v libovolném pořad́ı.

• 2 pole celých č́ısel obsahuj́ıćı řádkové, resp. sloupcové indexy nenulových prvk̊u.

Př́ıklad.

A =


1 0 0 2 0
3 4 0 5 0
6 0 7 8 9
0 0 10 11 0
0 0 0 0 12

 (3)
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Pak dostáváme následuj́ıćı 3 pole

AA = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12)

IA = (1, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 4, 4, 5)

JA = (1, 4, 1, 2, 4, 1, 3, 4, 5, 3, 4, 5)

Lze vylepšit pokud ukládáme prvky systematicky (např́ıklad po řádkách), pak IA obsahuje redundantńı
informaci.

1.2 CSR formát (Compressed Sparse Rows)

• AA pole reálných č́ısel délky nz obsahuj́ıćı nenulové prvky matice A zapsané po řádćıch.

• JA pole celých č́ısel délky nz, obsahuj́ıćı sloupcové indexy prvk̊u v AA

• IA pole délky n + 1 (počet řádk̊u +1), kde i-tý prvek udává index začátku i-tého řádku matice A v
poĺıch AA a JA

Př́ıklad. Vezměme matici z (3), pak dostaneme

AA = (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12)

JA = (1, 4, 1, 2, 4, 1, 3, 4, 5, 3, 4, 5)

IA = (1, 3, 6, 10, 12, 13)

Posledńı člen v IA (zde 13) je umělý ukazatel za konec AA a JA

Výhody:

• Šetř́ı pamět’

• Cache hits

Nevýhody:

• Špatně se přidávaj́ı nenulové prvky

Existuje i alternativa, kdy matici ukládáme po sloupćıch, tzv. CSC formát.

1.3 MSR formát (Modified Sparse Rows)

Často jsou diagonálńı prvky Anenulové a jsou potřeba častěji než ostatńı prvky, proto je ulož́ıme zvlášt’.

• AA pole reálných č́ısel délky nz + 1 obsahuj́ıćı nenulové prvky matice A zapsané po řádćıch.

• JA pole celých č́ısel délky nz + 1, obsahuj́ıćı sloupcové indexy prvk̊u v AA

Př́ıklad. Vezměme opět matici z (3), pak dostaneme

AA = (1, 4, 7, 11, 12, ⋆, 2, 3, 5, 6, 8, 9, 10)

JA = (7, 8, 10, 13, 14,14, 4, 1, 4, 1, 4, 5, 3)

V AA jsou tedy nejprve zapsané všechny diagonálńı prvky, jedno volné mı́sto (⋆)
a ostatńı nenulové prvky zapsané po řádćıch

V JA máme před 14 indexy začátk̊u řádk̊u v poli AA, 14 je umělý ukazatel
za konec pole AA, za máme sloupcové indexy nediagonálńıch prvk̊u

1.4 Ellpack - Hpack

Pro matice, které maj́ı omezený počet nenulových prvk̊u na 1 řádek, maximálně nějaké Nd, uvažujeme malé.

• COEF pole reálných č́ısel délky n ∗ Nd obsahuje na i-tém řádku (pokud máme 2D pole) hodnoty
nenulových prvk̊u i-tého řádku matice A.

• ICOEF obsahuje sloupcové indexy odpov́ıdaj́ıćıch prvk̊u v poli COEF

Př́ıklad.

A =


1 0 2 0 0
3 4 0 5 0
0 6 7 0 8
0 0 9 10 0
0 0 0 11 12

 (4)

Vezměme Nd = 3, pak máme

COEF =


1 2 ·
3 4 5
6 7 8
9 10 ·
11 12 ·

 , ICOEF =


1 3 ·
1 2 4
2 3 5
3 4 ·
4 5 ·


3



1.5 Diagonálńı uložeńı

Jedná se tedy o matice v nichž se nenulové prvky nacháźı jen na několika málo diagonálách.
Nenulové diagonály matice Ajsou uloženy v poli DIAG velikosti n ∗Ndiag.

Offsety každé diagonály jsou v poli IOFF , což je celoč́ıselné pole délky Ndiag
DIAG[i, j] obsahuje Ai,i+IOFF [j]

Př́ıklad. Př́ıklad pro matici (4)

DIAG =


1 ⋆ 2
4 3 5
7 6 8
10 9 ⋆
12 11 ⋆

 , IOFF = (0,−1, 2)

2 Př́ımé metody pro řešeńı soustav lineárńıch algebraických rov-
nic

Řeš́ıme Ax = b, kde Aje SPD matice.
Obecně: Řešeńı Ax = b GEM ⇔ přenásobeńı rozš́ı̌rené matice soustavy maticemi elementárńıch úprav.

Ln−1 . . .L2L1A = L̃A = U

U je matice v horńım trojúhelńıkovém tvaru, L je v dolńım trojúhelńıkovém tvaru.

L̃A = U ⇔ A = L̃−1U

GEM je ekvivalentńı konstrukci LU rozkladu matice A.
Algoritmus:

1. Kostrukce L,U tak, že A = Ly, O(n3)

2. Ly = b, O(n2) - řeš́ı zpětný chod

3. Ux = y, O(n2) - řeš́ı zpětný chod

LU rozklad existuje ⇔ Aje silně negativńı, pokud neńı je třeba přehazovat řádky a sloupce matice A
SPD matice je silně negativńı =⇒ přehazovat řádky a sloupce neńı třeba.
Pro ASPD, U = LT

A = LLT , kde L je v dolńım trojúhelńıkovém tvaru provedeme Choleského rozklad
A = LDLT - bezodmocninová metoda

2.1 Odvozeńı Choleského rozkladu

2.2 Submaticová metoda

Right looking approach (k,i,j varianta)
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for k = 1 ... n

d_{kk} = a_{kk}

for i = k+1 ... n

l_{ik} = a_{ik}/d_{kk}

end

for i = k+1 ... n

for j = k+1 ... n

a_{ij} = a_{ij} - l_{ik} a_{kj}

end j

end i

end k

2.3 Sloupcová metoda

Left looking approach (j,k,i varianta)
for j = 1 ... n

for k = 1 ... j-1

for i = k+1 ... n

a_{ij} = a_{ij} - l_{ik}a_{kj}

end i

end k

d_{jj} = a_{jj}

for i = j+1 ... n

l_{ij} = a_{ij} / d_{jj}

end i

end j

Poznámka. Obě metody lze vylepšit, stač́ı provádět cykly pouze přes nenulové prvky

Poznámka. Pro hustou matici lze výpočet provádět př́ımo v matici A

Př́ıklad.

Z toho dostáváme

L =


1 0 0 0
− 1

4 1 0 0
− 1

4 − 1
15 1 0

0 − 4
15 − 2

7 1

 ,D =


4 0 0 0
0 15

4 0 0
0 0 56

15 0
0 0 0 24

7


a plat́ı LDLT = A.
Pro řešeńı Ax = b řeš́ıme Ly = b,Dz = y,LTx = z

Poznámka. l32 ̸= 0 ačkoliv a32 = 0, na pozici 3,2 došlo k zaplněńı.
Faktor L má obecně v́ıce nenulových prvk̊u než A: Aje ř́ıdká ≠⇒ L je ř́ıdká, L ,může být i kompletně

zaplněná.
Datové struktury neumožňuj́ı snadno přidat nový nenulový prvek, dynamické datové struktury jsou drahé
=⇒ je třeba umět předpovědět množstv́ı a polohy nenulových prvk̊u, tj. určit strukturu L na základě
struktury A.

2.4 Popis struktury ř́ıdkých matic

Matici A ∈ Rn,n přǐrad́ıme graf G(A) = (V,E), V = n̂.

E ⊂ V × V . . . (i, j) ∈ E ⇔ aij ̸= 0

Pro strukturně nesymetrické matice je G(A) orientovaný.

Poznámka. Grafy matic pocházej́ıćı z diskretizaćı PDR (MKD, MKO, MKP) často jsou totožné s grafem
śıtě.
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2.5 Vznik zaplněńı

Necht’ Aje SPD

1 sloupec ”otiskne”svoji strukturu do všech sloupc̊u j, pro které a1j ̸= 0.
Po provedeńı 1 kroku submaticového algoritmu se incidentńı vrcholy pivota propoj́ı do kliky (každý s
každým), tedy vzniká zaplněńı.

Lemma 2.1 (O zaplněńı). Necht’ A ∈ Rn×nje SPD, i, j ∈ n̂, i > j, k ∈ n̂.

Potom a
(k)
ij ̸= 0 ⇔ a

(k−1)
ij ̸= 0 nebo a

(k−1)
ik ̸= 0 ∧ a

(k−1)
kj ̸= 0

D̊ukaz. Aby prvek v kroku k byl nenulový, tak musel bud’ být nenulový v minulém kroku nebo vznikne
násobeńım právě těchto dvou prvk̊u.

Věta 2.2 (O zaplněńı). Necht’ A ∈ Rn×nje SPD,i, j ∈ n̂, i > j.

Potom a
(n−1)
ij ̸= 0 ⇔ ∃ cesta v G(A), i, p1, p2...pt, j kde ∀k ∈ t̂, pk < j.

D̊ukaz. ( =⇒ )
Dokazujeme indukćı podle j:

j = 1:a
(n−1)
ij ̸= 0 ⇔ a

(0)
ij ̸= 0 ⇔ (i, 1) ∈ E.

Předpokládáme, že plat́ı pro j − 1.

( ⇐= )
Při eliminaci např́ıklad p1 z G(A) vznikne hrana i → p2. Při eliminaci vrcholu se cesta z i → j vedoućı

přes p1, ..., pt zkrát́ı alespoň o 1.
p1...pt se eliminuj́ı před j a i. Po eliminaci posledńıho z p1, ..., pt se i a j spoj́ı hranou

Z toho v́ıme, že na pozici aij vzniká zaplněńı =⇒ a
(n−1)
ij ̸= 0.

2.6 Eliminačńı strom

Eliminačńı strom matice L (pocházej́ıćı z Choleského faktorizace SPD matice A ∈ Rn×n) je T = (V,ET ),
kde V = n̂ a předek [j] = min{i ∈ n̂ | eij ̸= 0, i > j}, tj. (i, j) ∈ ET ⇔ eij ̸= 0 ∧ ekj = 0

A =


× ×

× ×
× × ×

× × ×
× × ×

→ L+ L̂ =


× ×

× ×
× × ×

× × × z
× × z ×


Eliminačńı stromy se definuj́ı na základě struktury matice L, ne A.
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2.6.1 Vlastnosti eliminačńıch stromů

Tvrzeńı 2.1. Kořenem eliminačńıho strom je vrchol s největš́ım indexem

Tvrzeńı 2.2. i je předkem j v T =⇒ i > j

Tvrzeńı 2.3. eij ̸= 0 pro i > j =⇒ i je předkem j v T

D̊ukaz.

Poznámka. Tuto implikaci nelze obrátit.

Tvrzeńı 2.4. Jsou-li Ti a Tj disjunktńı podstromy eliminačńıho stromu s kořeny ve vrcholech i, respektive
j, pak ∀r ∈ Ti a s ∈ Tj plat́ı ers = 0

D̊ukaz. Negace předchoźıho tvrzeńı.

Tvrzeńı 2.5. Necht’ A ∈ Rn×nje SPD, i, j ∈ n̂, i > j.

Potom eij ̸= 0 ⇔ j je předek nějakého k, pro dané a
(0)
ik ̸= 0.

D̊ukaz.

Důsledek 2.2.1. Strukturu matice Llze odvodit z eliminačńıho stromu a struktury matice A.
Nenulové prvky v i-tém řádku matice L(struktura i-tého řádku) jsou právě ty prvky v Ti lež́ıćı na cestě

mezi i a nějakým k, pro které aik ̸= 0.

Definice 2.1. Struct(L, j)− {i ∈ n̂ | eij ̸= 0, i > j}

Věta 2.3. Struct(L, j) = Struct(A, j) ∪
⋃

k∈Tj
Struct(L, k) \ ĵ − 1

D̊ukaz. Z obrázku

=⇒ strukturu sloupc̊u matice Llze určit v O(m) operaćıch, kde m je počet nenulových prvk̊u matice L.
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2.6.2 Konstrukce eliminačńıho stromu

Z prvk̊u matice A.
Pseudokód:

for i = 1 ... n

předek[i] = 0

for k in {Soused i| index k< index i}

r=k

while(předek[r]!= 0 and předek[r]!= i)

r = předek[r]

end while

if(předek[r]==0) předek[r] = 1

end k

end i

Př́ıklad.

A =


× ×

× ×
× × ×

× × ×
× × ×


3 Řešeńı rovnic s ř́ıdkou SPD matićı

Řešeńı Ax = b s ř́ıdkou (SPD) matićı.

1. Konstrukce eliminačńıho stromu

2. Výpočet struktur řádk̊u (sloupc̊u) matice L

3. Alokace paměti, vytvořeńı datových struktur L

4. Výpočet Choleského faktorizace A = L · LT , respektive A = L · D · LT

5. 2 zpětné chody: Ly = b,LTx = y.

V kroku 1-3 provád́ıme symbolickou faktorizaci, pracujeme se strukturou matice A. V kroku 4 a 5
provád́ıme numerickou faktorizaci.

Př́ıklad. Zkoumejme vznik zaplněńı u matice

A =


× × × × × ×
× ×
× ×
× ×
× ×
× ×


Po provedeńı jednoho kroku submaticového algoritmu dostaneme

× × × × × ×
× × × × × ×
× × × × × ×
× × × × × ×
× × × × × ×
× × × × × ×


tj. kompletně zaplněnou matici.

Pokud ale prohod́ıme prvńı a posledńı řádek a sloupec matice A, tj.
× ×

× ×
× ×

× ×
× ×

× × × × × ×


tak v této matici zaplněńı nevznikne.

Pokud chceme minimalizovat zaplněńı, je možné permutovat řádky a sloupce matice A.
Vezměme permutačńı matici P, pak mı́sto Ax = b řeš́ıme

PAPT y = Pb

Omezujeme se na symetrické permutace A = AT =⇒ Ã = PAPT je také symetrická. Diagonálńı prvky
matice Az̊ustávaj́ı na diagonále.
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Ukažme souvislost s grafy matic. Necht’ Ã = PAPT . Pak plat́ı

ãij = aϖ(i)ϖ(j)

=⇒ (i, j) ∈ G(Ã) ⇔ (ϖ(i), ϖ(j)) ∈ G(A)

=⇒ Grafy G(A) a G(Ã) se lǐśı jen č́ıslováńım vrchol̊u.

Č́ıslováńı vrchol̊u určuje pořad́ı v eliminaci, t́ım vznikaj́ı rozd́ılné zaplněńı.
Jak zvolit P, aby se s matićı Ã = PAPT lépe pracovalo? Např́ıklad aby

1. Matice Ã mělo lepš́ı strukturu než A

2. P minimalizovala zaplněńı

3. Ã byla přizp̊usobena poč́ıtačové architektuře (např́ıklad možnost paralelizace)

3.1 Algoritmy pro vytvořeńı pásu, respektive profilu

Označme ∀i ∈ n̂ : fi = min{j ∈ n̂|aij ̸= 0} toto označuje pozici 1. nenulového prvku v i-tém řádku.
Označme δi = i− fi, to nazvěme š́ı̌rkou profilu v i-tém řádku
Profilem Apak nazveme

Profil(A) = {(i, j) ∈ n̂× n̂|i ≥ j ≥ i− δi}
Dále označme š́ı̌rku pásu jako δ = maxi δi.
Nakonec označme jako pás

Pas(A) = {(i, j) ∈ n̂× n̂|i ≥ j ≥ i− δ}

Pro ilustraci
Zaplněńı vzniká jen uvnitř profilu.

Př́ıklad. Sousedi maj́ı mı́t co nejbližš́ı indexy, problém je u nepravidelných oblast́ı

3.1.1 Algoritmus CMK (Cuthill, McKee)

Č́ıslováńı podle úrovńı

1. Zvol počátečńı vrchol x, L0 = {x}

2. L1 = Adj(x)

3. L2 = Adj(L1) \ (L1 ∪ {x})

k. Lk−1 = Adj(Lk−2) \
⋃k−1

j=0 Lj

End Každý vrchol G(A) je v některé z množin L1, L2, . . . , Lp, pak vrcholy č́ısluji nejprve v L0, pak L1, atd.

Př́ıklad.
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Soused́ıćı prvky se lǐśı maximálně o 1 úroveň, dostávaj́ı č́ısla po sobě, proto se vyvář́ı pás.
Vzniká otázka jak zvolit počátečńı vrchol.
Aby byl pás úzk, je třeba volit x tak, aby vzniklo co nejv́ıce úrovńı.
Pr̊uměr grafu označme d(G), označujeme tak největš́ı vzdálenost mezi 2 vrcholy v G(A) měřenou délkou

nejkratš́ı cesty.
Vrcholy, mezi kterými existuje nejkratš́ı cesta délky d(G) se nazývaj́ı periferńı, ty lze naj́ıt v O(n3)

operaćı, to je složité proto hledáme pseudoperiferńı vrcholy.

3.1.2 Algoritmus GPS

Necht’ x0 je startovńı vrchol. Z CMK dostaneme x0 → L0, L1, . . . , LK1
.

Zvoĺıme x1 ∈ LK1
, z CMK opět x1 → L̃0, L̃1, . . . , ˜LK2

.
Pokud K2 > K1 (tedy máme v́ıce úrovńı) tak zvolme x2 ∈ ˜LK2

a proces opakujeme, jinak algoritmus
skonč́ı a x1 je pseudoperiferńı vrchol.

Ukažme si ilustračńı obrázek

Př́ıklad.

Poznámka. Bylo zjǐstěno, že se někdy vyplat́ı po použit́ı algoritmu CKM č́ıslovat vrcholy opačně. Z toho
plyne následuj́ıćı algoritmus

3.1.3 Algoritmus RCM (Reversed Cuthill McKee)

1. Najdi startovaćı vrchol x1 pomoćı GPS

2. Pro i = n̂, najdi všechny neoč́ıslované sousedy xi a oč́ısluj je (vzestupně podle stupně)

3. Otoč č́ıslováńı yi = xn+1−i

Otočeńım č́ıslováńı se někdy vylepš́ı profil (
∑n

i=1 δi).
Š́ı̌rka pásma se nezměńı, dá se ukázat, že

∑n
i=1 δi se nezhorš́ı.

3.2 Uspořádáńı minimalizuj́ıćı zaplněńı

Optimálńı by bylo naj́ıt permutovanou matici

P̃, |Struct(LP̃AP̃T ) = min
Permutace

|Struct(LPAPT )|

Na toto neńı znám účinný algoritmus, pro nesymetrické matice je to NP-úplný problém.
Dı́ky tomu hledáme ”dostatečně dobrá”uspořádáńı, ne nutně optimálńı-

3.2.1 Algoritmus minimálńıho stupně (Minimum degree ordering)

1. G0 = G(A), A0 = A, i = 1

2. V Gi najdi vrchol s nejnižš́ım stupněm a oč́ısluj ho → i

3. Sestav Gi eliminaćı i z grafu Gi−1

4. Dokud i < n, pak jdi na 2) jinak konec
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Hlavńı myšlenka algoritmu je, že vrcholy s malým stupněm zp̊usob́ı malé zaplněńı.

Poznámka. Může se stát, že vrchol̊u s minimálńım stupněm je v́ıce → r̊uzné verze algoritmu

Poznámka. Algoritmus AMD (aproximate minimum degree) - stupně vrchol̊u se nepoč́ıtaj́ı přesně pouze se
odhaduj́ı

3.3 Uspořádáńı přizp̊usobuj́ıćı A poč́ıtačové architektuře

S označuje takzvaný separátor

Rozděĺım vrcholy v G(A) na 2 komponenty (přibližně stejně velké) a separátor (malý).
Nejprve oč́ıslujeme vrcholy v C1, pak v C2 a nakonec v S
Matice pak vypadá následovně:

Obroubený pásový tvar.
Nulové bloky z̊ustanou při Choleského faktorizaci zachovány
Diagonálńı bloky lze faktorizovat paralelně .
Výhodné pokud komponenty jsou velké a separátor malý.
Postup lze rekurentně použ́ıt na C1 a C2 → Metoda vnořených řez̊u (nested disection), viz obrázek.

3.3.1 Frontálńı metoda

Uspořádáńı A lze hledat za běhu Choleského faktorizace
V každém kroku permutujeme řádky a sloupce matice Atak, aby se nenulové prvky nahrnuly k diagonále.
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U pásových matic se eliminace provád́ı v malých hustých matićıch, nic se nemuśı přehazovat. Tato metoda
má nevýhodu, permutace za běhu je drahá. Jej́ı hlavńı výhoda je možnost konstruovat Choleského rozklad
matice Ai když Aneńı celá složená.

Toto má aplikaci v MKP, Ase skládá z př́ıspěvk̊u jednotlivých element̊u, nemuśı se skládat A, ale rovnou
jej́ı Choleského rozklad.

4 Poznámky k obecněǰśım systémům

4.1 Symetrické indefinitńı matice

Př́ıklad.

A =

(
0 1
1 0

)
a11 = 0, nelze dělit nulou a Choleského rozklad neexistuje.
Je třeba permutovat řádky a sloupce matice A, ale žádnou symetrickou permutaćı nedostaneme a11 ̸= 0.
Při nesymetrické permutaci ztrat́ıme symetrii - nebudeme diskutovat obecný indefinitńı př́ıpad

Symetrické indefinitńı soustavy vznikaj́ı např́ıklad ve smı́̌sené formulaci MKP nebo při řešené vázaných
extrémů funkćı.

V tomto př́ıpadě má matice Anásleduj́ıćı tvar:

Rn,m → A =

(
B C
CT 0

)
A dále pro x ∈ Rm, y ∈ Rn−m

Bx+ Cy = b1 (5)

CTx = b2 (6)

Obvykle nav́ıc plat́ı, že B ∈ Rm,m je SPD a ř́ıdká, C ∈ Rm,m−n,m ≥ n−m a nav́ıc h(C) = n−m.
Postup řešeńı je pak následuj́ıćı:
B je SPD =⇒ ∃ Choleského rozklad, tj. B = LLT =⇒ máme B−1

Přenásobme (5) B−1

x = B−1(b1 − Cy)

dosad́ıme do (6)
CTB−1(b1 − Cy) = b2

Uprav́ıme na
CTB−1Cy = CTB−1b1 − b2

Označme CTB−1C =: S ∈ Rn−m,n−m, takzvaný Schur̊uv doplněk.
Soustavu:

Sy = CTB−1b1 − b2

lze řešit př́ımo nebo iterativně.
B je SPD a h(C) = n−m =⇒ S je SPD

< CTB−1Cy, y >=< B−1Cy,Cy >≥ α||Cy||2 > 0

, kde α je konstanta PD B−1.
B je SPD =⇒ B−1 je SPD ⇔ y ̸= 0.
Nejprve budeme řešit Sy = CTB−1b1 − b2 → y. Pak řeš́ıme Bx = b1 − Cy.
Obě soustavy maj́ı SPD matice. S je hustá (!), i když je B ř́ıdká.
Pokud je n −m malá, pak hustota nevad́ı. Alternativně lze soustavu s matićı S řešit iteračně. Pak neńı

třeba S explicitně sestavovat, stač́ı s nimi umět přenásobovat vektory

Sy = CTB−1Cy = CTL−1TL−1Cy

1. Spočteme Cy

2. Řešme Lz = Cy → z

3. LTu = z

4. Sy = CTu
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4.2 Předpodmiňováńı metody složených gradient̊u

Aplikaćı CG (konjugovaných gradient̊u) na předpodmı́něnou soustavu

L−1AL−1T y = L−1b,L−1T y = x,M = LLT

Lze odvodit algoritmus PCG dopln jmeno

1. vstup: A ∈ Rn,n SPD,x0 ∈ Rn libovolný.

2. r0 = b− Ax0

3. vyřeš: Mz0 = r0, z0 je předpodmı́něné reziduum

4. d0 = z0

5. for i = 0, 1 . . . až je aproximace dost přesná

(a) αi =
<ri,zi>
<di,Adi>

(b) xi+1 = xi + αidi

(c) ri+1 = ri − αiAdi
(d) vyřeš Mzi+1 = ri+1

(e) βi =
<ri+1,zi+1>

<ri,zi>

(f) di+1 = zi+1 + βidi

6. end for

Poznámka. Při porovnáńı s normálńımi konjugovanými gradienty si všimněme rozd́ılu pouze v pár kroćıch

4.3 Rychlost konvergence PCG

O konjugovaných gradientech pro konvergenci v́ıme následuj́ıćı

||xn − x||A ≤ 2

(√
κ(A)− 1√
κ(A) + 1

)n

||x0 − x||A

předpodmı́něńı M = LLT bude účinné, pokud κ(L−1AL−1T ) << κ(A)
Aje SPD s vlastńımi č́ısly: 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn.

Poté κ(A) = λn

λ1
. Toto je dobré, pokud vlastńı č́ısla L−1AL−1T tvoř́ı malý shluk daleko od 0.
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4.4 Testovaćı př́ıpad

Vezměme matici Akterá pocháźı z diskretizace Poissonovy rovnice u′′(x) = f(x), u(0) = u(1) = 0 metodou
śıt́ı, h = 1

n+1 .

Např́ıklad A3 =

 2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 2


Plat́ı následuj́ıćı:

Aje SPD

k ∈ n̂ : λk = 4 sin2
kπ

2(n+ 1)
, vk =

(
sin

ikπ

n+ 1

)n

i+1

4.4.1 Metoda prosté iterace

M = I

ϱ(I− A) = max
k∈n̂

|1− λk| = max
k∈n̂

|1− 4 sin2
kπ

2(n+ 1)
| = max {|1− λ1|, 1− λn} = max {< 1,≈ 3} ≈ 3

Metoda prosté iterace NEkonverguje!, je nutno předpodmiňovat.

4.4.2 Richardson

M = 1
ω I, ω ∈ R

ϱ(I− ωA) = max
k∈n̂

|1− ωλk| = max |1− 4ω sin2
kπ

2(n+ 1)
|

Z toho plyne, že ω je třeba volit tak aby 1− 4ω sin2 kπ
2(n+1) ∈ (−1, 1), proto

1− 4ω sin2
kπ

2(n+ 1)
> 1− 4ω sin2

π

2
> −1

Z toho plyne, že stač́ı volit ω ≤ 1
2

Pro konvergenci Richardsonovy metody je nutná a postačuj́ıćı podmı́nka, že ω ∈ (0; 1
2 ⟩

ϱ(I− ωA) = max {|1− ωλ1|, 1− ωλn} =

max

{
|1− 4ω sin2

π

2(n+ 1)
|, 1− 4ω sin2

nπ

2(n+ 1)

}
=

max

{
1−O(h2), 1− 4ω cos2

π

2(n+ 1)

}
Posledńı rovnost plyne z

sin
nπ

2(n+ 1)
= sin

(
π

2
− π

2(n+ 1)

)
= cos

π

2(n+ 1)

Pro ω = 1
2 je maximum ze 2 stejných č́ısel. Z toho

ϱ(I− ωA) = 1−O(h2)

Pro h → 0+ se konvergence zastavuje.

4.4.3 Jacobi

M = D = diag(A) =⇒ Richardson s ω = 1
2

ϱ(I− D−1A) = max

{
|1− 1

2
λ1|, 1−

1

2
λn

}
=

max

{
|1− 2 sin2

π

2(n+ 1)
|, 1− 2 sin2

nπ

2(n+ 1)

}
=

1− 2 sin2
π

2(n+ 1)
= 1− 2 sin2

πh

2
= 1−O(h2)

4.4.4 Gauss-Seidel a SOR(w)

Aje dvoucyklická a shodně uspořádaná. Proto lze použ́ıt teorii z numerické matematiky. O rychlosti konver-
gence rozhoduje ϱ(I− ( 1

ωD− L)−1)A, kde označme GSOR := I− ( 1
ωD− L)−1)A. Vlastńı č́ısla λ ∈ σ(GSOR)

a µ ∈ σ(GJacobi) jsou svázaná rovnićı (λ+ ω − 1)2 = ω2µ2λ.
Gauss-Seidel: ω = 1 : λ = µ2

ϱ(I− (D−L)−1A) = ϱ(I−D−1A)2 = (1−2 sin2
π

2(n+ 1)
) = 1−4 sin2

π

2(n+ 1)
+4 sin4

π

2(n+ 1)
= 1−O(h2)
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Všimněme si že i přesto, že GS konverguje rychleji než Jacobi tak se také konvergence zastavuje.

5 Neúplné LU rozklady (ILU - incomplete LU decomposition)

Při LU rozkladu vzniká zaplněńı, LU rozklad se poč́ıtá ”přibližně”a ignoruj́ı se některá (nebo všechna)
zaplněńı. Takováto aproximace L̃Ũ ≈ A může sloužit jako účinné předpodmı́něńı.

5.1 ILU(k)

Pro SPD matice můžeme použ́ıt neúplný Choleského rozklad (IC - Incomplete Cholesky). Základńı varianta
ILU(0), resp. IC(0).
LU rozklad po řádkách:

for i = 2 ... n

for k = 1 ... i-1

a_{ik} = a_{ik}/a_{kk}

for j = k+1 ... n

a_{ij} = a_{ij} - a_{ik}a_{kj}

end j

end k

end i

Z toho dostáváme ILU(0):
for i = 2 ... n

for k = 1 ... i-1

if a_{ik} != 0

a_{ik} = a_{ik}/a_{kk}

for j = k+1 ... n

if a_{ij} != 0

a_{ij} = a_{ij} - a_{ik}a_{kj}

end if

end j

en dif

end k

end i

Výsledkem je matice se stejnou strukturou jako p̊uvodńı matice, vzniká nulové zaplněńı.
Obecněji lze předepsat P ⊂ n̂× n̂ ve kterých zanedbáváme zaplněńı

P = {(i, j) ∈ n̂× n̂|lij = 0 pro i¿j, respektive uij = 0 pro i > j}
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Nesmı́ se zanedbávat diagonálńı prvky =⇒ P ⊂ {(i, j) ∈ n̂× n̂, i ̸= j}
Podmı́nky if v algoritmu se pak nahrad́ı na if(i, k) /∈ P a if(i, j) /∈ P , jde o neúplnost podle masky.
Plat́ı věta:

Věta 5.1. Pokud Aje M-matice a P ⊂ {(i, j) ∈ n̂ × n̂|i ̸= j}, pak algoritmus ILU s maskou P neselže a
sestroj́ı neúplný LU rozklad matice Atvaru A = LU− R, který je regulárńı.

Metoda prosté iterace s t́ımto předpodmı́něńım bude konvergovat.

Matice R odpov́ıdá zanedbaným prvk̊um, plat́ı že pro (i, j) /∈ P,Rij = 0.
ILU(0) odpov́ıdá volbě P = {(i, j) ∈ n̂× n̂|aij = 0}.
Pokud chceme přesněǰśı LU rozklad, lze připustit i některé zaplněńı, např́ıklad takto:
Definujeme pro každé (i, j) ∈ n̂× n̂ takzvaný levelij , levelij = 0 pokud aij ̸= 0. Pokud při konstrukci LU

rozkladu vzniká na pozici (i, j) zaplněńı a vzniká součinem aikakj ̸= 0, pak definujeme levelij = levelik +
levelkj + 1.

Definujeme Pk = {(i, j) ∈ n̂× n̂|i ̸= j ∧ levelij > k}.
ILU(k) pak označuje neúplnost podle úrovně zaplněńı.

5.1.1 Grafová interpretace ILU(k)

Zaplněńı na pozici (i, j) má levelij = k ⇔ v G(A)∃ cesta z i do j vedoućı přes vrcholy s indexy < min{i, j}
délky k + 1.

Z toho jde předpovědět pozice zaplněńı v ILU(k) (symbolická faktorizace).

Poznámka. I pro ILU(1) může vznikat problém s množstv́ım zaplněńı např́ıklad

5.2 Daľśı varianty

Maska P vzniká za běhu v závislosti na velikosti zanedbaných prvk̊u.
Z toho máme neúplnost podle hodnoty, malé hodnoty zanedbáme, velké ponecháme.

Ř́ıkáme že a
(k)
ij je malý pokud

|a(ijk)| < α||a(k)i,· , α = 0, 01

Výhoda je, že se nemůže stát abychom zanedbali velký prvek.

Nevýhoda je, že struktura L,U záviśı na numerických hodnotách a
(k)
ij , může vzniknout úplně nová struk-

tura, mnoho zaplněńı. Proto je potřeba doplnit omezeńı počtu nenulových prvk̊u na řádek.
Z toho dostáváme ILUT(α, n) - ILUT with threshold. Obvykle se voĺı α = 0.01, n = 10
V algoritmu se pak vyb́ırá n největš́ıch prvk̊u v | · |, které splńı prahové kritérium.

Poznámka. Existuj́ı i varianty ILU, které se snaž́ı kompenzovat zanedbané prvky. MILU, respektive MIC
(modified ILU resp. IC). V nich se zanedbaný prvek přičte k diagonále.

Poznámka. Při použit́ı IC(0) + CG je potřeba daleko méně iteraćı než při použit́ı diagonálńıho předpodmı́něńı.
Přesto κ(M−1A) = O(h−2), počet iteraćı O(h−1).

Pro MIC + CG κ(M−1A) = O(h−1). Pak je počet iteraćı k dosažeńı zadané přesnosti O(h− 1
2 ).

Poznámka. V každé iteraci je třeba řešit soustavy PAPT s matićı M = LU , děláme 2 zpětné chody.
To je silně sekvenčńı operace, špatně se paralelizuje, lze přeuspořádat rovnice:
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