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Definice 0.1. Neorientovany prosty graf G = (V,E)
V konec¢na mnozina vrcholu
v
EC(3)
E mnozina hran
(‘2/) mnozina vSech neusporadanych dvojic z V

Casto V| = n,
¢asto V = [n], kde [n] = {1,2,...,n}

Definice 0.2. Necht G = (V,E), pak definujeme
E(G) =E
V(G)=V

Definice 0.3. Pro graf G = (V, E) definujme doplnék G = G je graf (V, (‘2/) \E)
Definice 0.4. Nulovy graf G = (0, 0)

Priklad. Kolik je ruznych graft na [n]?

Na obrazku vidime rizny pocet graft

Poté co se zamyslime tak vidime, Ze jich je obecné 2(3)

Definice 0.5. G = (V,E) a H = (W, F) jsou isomorfni, jestlize existuje bijekce
[V =W, (V] =|W]) tak, ze Vu,v € V : {u,v} € E < {f(u), f(v)} € F

Definice 0.6. f je automorfismus jestlize jde o isomorfismus mezi G a G

Pozndmka. Aut(G) = {f|f je automorfismus G} je grupa

Priklad. Kolik je navzdjem neisomorfnich grafi s n vrcholy?



Kazda "kategorie”graft je jeden isomorfismus

Neni vzorec, musi se pocitat, existuji horni a dolni odhady.

Tvrzeni 0.1. Dolni odhad poc¢tu navzajem neisomorfnich grafi s n vrcholy je
alespon

o(3)  a(%) 9%
>

~_ 27 o(i-e)n?
nl nn ~ 2nlog(n) ~ 2 (1)

Diikaz. Oznaéme g, jako mnozinu vSech neisomorfnich grafii na [n]

|
o(3) — ™ "
7= 2 gy = "o

Tvrzeni 0.2. (Bez dikazu)
Ve > 0dngVn > nyg

gl < (1 + )22

n

Definice 0.7. Pro graf G = (V,E) a vrchol v € V' Oznac¢me
Ng(v) ={x € V: {x,v} € E}, prvkum rikdme sousedé v
ING(v)| = dege(v), stupent

Tvrzeni 0.3. >
Diikaz. 3

vev deg(v) je sudé éislo

vey deg(v) = 2|E| O
Definice 0.8. G = (V,E) graf, v € V,e € E: v je incidentni s e, jestlize s € e
e€ E,f € E, e je incidentni s f jestlize |en f| =1

Definice 0.9. Sled v grafu G
Alternujici posloupnost vrcholi a hran, napt vy, e1,v1, €2, V2.nnnn... erVk

Definice 0.10. tah v grafu G, sled Vi # j = e; # ¢;
Definice 0.11. cesta v G, sled Vi # j = v; # v;

Definice 0.12. sled v G je z u do w jestlize 3 sled, u = vpey....egvp = w
Cesta v G je z u do w jestlize 3 sled z v do w tak Ze se zadny vrchol
nevyskytuje dvakrat.



Tvrzeni 0.4. Bud G = (V, E) graf a u,w € V jeho dva vrcholy. Nésledujici dvé

tvrzeni jsou potom ekvivalentni.

1. Existuje sled v G z vrcholu u do w

2. Existuje cesta v G z vrcholu u do w

Chybi z 4.10.
Definice 0.13. G = (V, E) je strom pokud

1. Souvisly graf bez cykla

2. Kazdé 2 vrcholy spojeny pravé jednou cestou

3. Souvisly, kazdy tah je cesta

4. maximélni C vuci hranam, bez cykla

5. Kazd4a hrana je most a je souvisly

6. souvisly, |[E|=|V]| -1
Definice 0.14. G je les pokud je G bez cykla (chybi podminka souvislosti)
Véta 0.1. Definice stromu 1-6 jsou ekvivalentni.
Diikaz. Ponechano ¢tenafi. O
Definice 0.15. Graf G = (V, E), v € V je list jestlize degg(v) =1
Lemma 0.1.1. Kazdy strom T s > 2 vrcholy obsahuje > 2 listy
Definice 0.16. 7, := pocet stromi na [n].
Véta 0.2 (Caley). 7, = n"?2

ne2

Dusledek 0.2.1. Neizomorfnich stromu na n vrcholech > 2

C<;

n

— n
e e
— ~CSn" 2 x

0
5
2

Véta 0.3. (Pro zajimavost) Pocet Neizomorfnich stromii s n vrcholy je asympto-
maticky C%. a = 2.956,C = 0,.535
2

n

Definice 0.17. 7, = pocet zakofenénych stromt (T',v) na [n] = nT\

1 Algoritmy na grafech

Pozndmka. Souvisly G = (V,E) a T = (V, F) kostra G, pak plati Ve € E\ F':
T + e obsahuje !1 cyklus CT

Definice 1.1. G = (V, E) graf, e € (‘2/) \ E,G + e znadi graf (V, E U {e})
Definice 1.2. Cyklu C! se ifké fundamentaln{ cyklus e v G viiéi T.

Pozndmka. Souvisly G = (V,E), T = (V,F) kostra, e € E\ F. Vf € E(CT)
plati, ze (T + e) — f je kostra G.

Definice 1.3. VézZeny graf Gy = (V, E,w) tak ,Ze (V, E) je graf, w: E — R



1.1 Nejmensi kostra/ Minimum Spanning Tree/ MST

Pro dany vaZeny graf (souvisly), najdi kostru G nejmensi vihy.
"SMUNO” (s malou thonou na obecnosti) predpoklddejme Ze w je prosta.

Tvrzeni 1.1. Souvisly graf G = (V,E) a w : E — R prosta. Potom (V, E, w)
ma praveé jednu MST.

Kruskalav algoritmus
Vstup (V, E,w), |[E| =m,|V|=n
1. Sefad E dle vah. ey, eq, ..., e, tak, ze w(e;) < w(ej+1), Vi
2. 70 =0
3. Proi =1 do m. Pokud T%~! + ¢; cyklus? Pokud ano pfeskoéime, jinak
hranu pridame.
1.2 Hledani nejkratsi cesty
w nemusi byt prosta ale musi byt nezdporna.

Véta 1.1 (Dijkstra). G = (V, E,w) vézeny graf, w : E — R} ,s € V potom
existuje acycklicky faktor T, = (V, F) tak , ze Yv € V, distg(s,v) = distpy(s,v)

Dijsktriw algoritmus. 1. T = ({s},0),i = 0
2. Dokud Je € E napifc V(T@W) a V \ V(T®)

(a) e; = {x,y} = zvol tu hranu tak, 7e x € V(TW) ay ¢ V(TW) a vyraz
distre) (s, ) +w(e;) je nejmensi mnozina

(b) T = (V(TD) U {y}, B(TW) U {e:}

(¢) i=i+1

3. TS = (‘/, €0, ...,61‘_1)

2 Bipartitni grafy

Definice 2.1. G = (V, E) graf je bipartitni, jestlize existuje rozklad V.= LUR
tak, Ze Ve € E:leNL|=leNR| =1

Pozndmka. Stromy jsou bipartitni

Pozndmka. Sudé cykly jsou bipartitni

Poznamka. Podgraf bipartitniho grafu je bipartitni

Pozndmka. Liché cykly nejsou bipartitni



Véta 2.1. G nema lichy cyklus < G je bipartitni

Definice 2.2. G = (V,E), W < V je nezavisld mnozina (independent set,
stable set) v G, jestlize podgraf indukovany W, neboli (W, (V;) NE) je bez hran,
tznVe € E,lenW| <1

Véta 2.2. Bipartitni graf < 3L, R C V, tak ze L, R nezavisla AV =LUR
Definice 2.3. Délka tahu je jeho pocet hran
Definice 2.4. Tah je uzavieny jestli zac¢ind a konci ve stejném vrcholu
Véta 2.3. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni
1. G bipartitni
2. G neobsahuje uzavreny tah liché délky
3. G neobsahuje indukovany podgraf H ktery je izomorfni liché kruznici
4. @ neobsahuje lichy cyklus jako podgraf

Dikaz. 1 = 2

Spor 3 uzavreny tah liché délky, kdyz ale napiSeme jak by ten tah vypadal
dostaneme spor

2 = 3 trividlni

3 =4

Pro spor: G obsahuje lichou kruznici jako indukovany podgraf, mezi vSemi
vem tu s nejkratsi délkou.
Tento graf rozdélime tétivou. Tim ale vznika novy indukovany graf, ktery obsa-
huje lichou kruznici kratsi délky.

4 =1

BUNO G je souvisly, T libovolné kostra G. Zvolme libovolny vrchol s € V,
L jsou vrcholy vzdalené o sudou vzdalenosst, R o lichou.
Kazdy fundamentalni cyklus je pak bud v porddku nebo v rozsporu s predpo-
kladem. O

Véta 2.4. G = (V, E) graf obsahuje faktor H = (V, F) tak, ze |F| > |E|/2a H
je bipartitni.

Definice 2.5. Sudy faktor grafu G = (V, E) je faktor H takovy, ze Vv € V :
degp (v) je sudé.

Definice 2.6. Uvazme vektorovy prostor nad Z, dimenze m = |E| BUNO
E={ei...en}.
U € ZY 1.1 F' C E, nazveme charakteristicky vektor F

SBUNO, G souvisly, T libovoln4 kostra G

Cq ={VUp C Z3 : F sudy faktor}

Nazyvame ho prostorem cyklt



Tvrzeni 2.1. Cg je vektorovy podprostor Z3"

Véta 2.5. G = (V, E) souvisly graf, T kostra G, potom C1,Cs, ..., C|g|—|v|+1

(v8echny fundamentdlni cykly v T) tvoii bazi Cq

Véta 2.6. VG = (V, E) s alespon jednou hranou, obsahuje indukovany podgraf

H s 6(H) >
(Pramérny stupen 2|E|/|V])

Definice 2.7. Multigraf G = (V, Ejr) kde E)py je multimnozina (element tam
muze byt i vickrat) obsahujici prvky (2)

Alternativné
Definice 2.8. Vézeny graf (V, E,w), kde w je ndsobnost, w : E — N.

Mezi témito grafy existuje 1:1 korespondence.

Pozndmka. V literatufe nékdy mohou existovat existovat smycky (hrana z vr-
cholu do sebe sama) to my neuvazujeme.

Definice 2.9. Multigraf G = (V, E, w) je souvisly, pokud je graf (V, E) souvisly.

Definice 2.10. Pro multigraf G = (V, E,,) definujme pocet koster T(G) =
#F C E,, tak, ze I' je strom.

Definice 2.11. Kontrakce hrany (pro multigrafy! bez smycek)
Znac¢ime G/e, multigraf po zkontrahovani e € G.
Vysledkem je multigraf (V' \ {z,y} U{z}, E},), kde

1. {u,v} € Epy tak, ze {u,v} N{z,y} =0 < {u,v} € E},
2. {u,x} € Ep tak, ze u #y < {u, 2} € B},
3. {u,y} € En tak, ze u # x < {u, 2} € B},

véetné nasobnosti.

Tvrzeni 2.2. T(G) = # koster G obsahujici e + # koster G neobsahujicich e
=T(G/e)+T(G —e).

Definice 2.12. Matice sousednosti (adjacency matrix)

Multigraf G = ([n], Eam)

Matice Ag € N™"  symetrickd, na diagondle nuly. a;; = nasobnost hrany
{47}
Tvrzeni 2.3. G = ([n], E)) multigraf, Ag jeho matice sousednosti Vk €
Nso,i,7 € V plati, ze (Ag)® je matice nxn kde na pozici i,j je pocet sledi
s k hranami v G z ¢ do j.



Definice 2.13. Matice incidence grafu G = ([n], Ea), |Ear| = m je booleovskd
matice.

Matice o rozméru nxm.

Sloupec odpovidd hrané e;, fddek obsahuje 1 pokud hrana obsahuje vrchol
7. Jinak 0.

Znadi se jako Bg
Tvrzeni 2.4. G = (V, E) graf, A\; nejvétsi vlastni ¢éislo jeho spektra (tj. matice
Ag). 0 je minimdlni stupeni vrcholii, A je maximdlni stuperi vrchold.

Pak plati § < pramérny stupen < A\; < A
Definice 2.14. Laplaceova matice multigrafu G = ([n], Epr).

Symetrickd matice Lg € N™". Na diagonédle méa stupné vrchold, l;; = —
nésobnosti hrany {7, j}
Tvrzeni 2.5. Lg je singularni
Tvrzeni 2.6. Lg > 0, tj, pozitivné semi-definitni.
Tvrzeni 2.7. G = ([n], Ep) multigraf je souvisly < h(Lg) =n —1
Definice 2.15. Lg) := matice ziskana z Lg odstranénim i-tého radku a sloupce.
Tvrzeni 2.8. Lg)neniLG,i

Véta 2.7. Vi € [n], det Lg) = pocet koster multigrafu G = [n, Ep/]

2.1 Eulerovsky tah

Definice 2.16. Multigraf G = (V, Ejs) lze nakreslit jednim tahem < 3 tah v
G obsahujici vsechny prvky Ens

Definice 2.17 (prijemnéjsi verze). Multigraf G = (V, Ej;) 1ze nakreslit jednim
tahem < 3 uzavieny tah

Tvrzeni 2.9. Nutnd podminka 3 (Eulerovského tahu) = stupen je sudy a
G je souvisly.

Véta 2.8 (Eulerova). Nutnd podminka je i postacujici!

Dikaz. Bud T nejdelsi (viéi poétu hran) tah v G.

Tvrdime, ze T musi byt uzavieny tah. Pro spor predpokladejme, Ze neni.
Pak by koncovy vrchol T je koncem lichého poctu hran T, avsak degq je sudy
= 3f ¢ T aT+ f je delsi tah.

T obsahuje vsechny hrany

Mame tah T = vpeyvy...equ& 3f € Epr \ T. Protoze graf je souvisly tak f
souvisi s tahem, pokud bychom tah zacali ve vrcholu ktery s nim souvisi, tak
by byla delsi cesta O

Dusledek 2.8.1. G je souvisly a pocet vrcholu lichého stupné je bud 0 nebo 2
< J tah v G obsahujici vsechny hrany.

Diikaz. Spojime hranou 2 vrcholy lichého stupné, z Eulerovy véty vytvorime
uzavreny tah, a pridany vrchol odstranime. O



2.2 Hamiltonovské kruznice

Definice 2.18. G = (V, E) graf, s |V| = n. Rekneme, 7e G je Hamiltonovsky,
jestlize obsahuje kruznici s n vrcholy jako podgraf.

To je ekvivalentni s

Véta 2.9. Ir € S, (permutace V) tak, ze V = {vg, ..., vn—1} & {0i, Vit 1modn | €
E,Vi € [n]

Véta 2.10 (Dirac). G = (V, E),|V| =n > 3 a minimalni stupen je geq§ =—
G méa Hamiltonovskou kruznici

Diikaz. Dusledek nasledujici véty O

Véta 2.11 (ORE). G = (V, E) graf s |V| > 3 tak, %e Vu,v € V které {u,v} ¢ E
plati deg(u) + deg(v) > |V| pak G ma HC.

Tvrzeni 2.10. G = (V, E),3X C Vs.t.G — X mé > | X| komponent souvislosti
= G nemd HC.

3 Robustni souvislost

Definice 3.1. G = (V, E),|V| > 3 graf je neseparovatelny, jestliZe je souvisly a
Vv € V,G — v je souvisly

To znamend, ze nema artikulaci.

Lemma 3.0.1. Bud G = (V, E) souvisly graf s |V| > 3. Jestlize G obsahuje
most = Jv € V : G — v je nesouvisly.

Véta 3.1. G neseparovatelny < Vu,v € V3 cesty p1,p2 v G kazdd z uw do w a
V(p1) NV (p2) = {u,w}
3.1 Operace zachovavajici neseparovatelnost
Pridéni hrany.
Podrozdéleni hrany, vezmi hranu a nahrad ji vrcholem a 2 hranami. Znac¢ime
G:e
Tvrzeni 3.1. G je souvisly & G : e je souvisly, Ve € E(G)
Lemma 3.1.1. G neseparovatelny < G : e neseparovatelny

Dasledek 3.1.1. G = (V, E) neseparovatelny graf, e, f € E. Potom 3 cyklus v
G obsahujici e i f.

Definice 3.2. G = (V, E) relace na hranich E: e pf < e = f, nebo 3 cyklus v
G obsahujici e i f.

Definice 3.3. Blok GG = trida ekvivalence g
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Definice 3.4. G = (V, E) neseparovatelny graf, u,w € V,u # w. Ucho délky 1.
1. {u,w} ¢ E pridej u,w hranu a podrozdél (I — 1)-krét
2. {u,w} € E podrozdél (I — 1)-krat hranu a pak ji pridej

Véta 3.2 (Usaté lemma). G = (V, E) neseparovatelny graf 3 posloupnost Gy C
G1 C ... C Gy =G, kde Gy je cyklus délky 2, a G411 vzniklo pridanim ucha do
Gi.

4 K-souvislost

Definice 4.1. Graf G = (V, E) je (vrcholové) k-souvisly jestlize Yu,w € V
plati, Ze existuje k nezéavislych disjunktnich cest (aZ na konce) mezi nimi.

Definice 4.2. x(G) := maxy k tak, ze graf G je k—souvisly.

Definice 4.3. Separator v grafu ktery neni tuplny.
W C V tak, ze G[V \ W] je nesouvisly.

Pozndmka. k-souvisly = |V|>k+1
Pozndmka. k-souvisly graf G, |W| < k—1,VIW C V(G) = G—W je souvisly.

Véta 4.1 (Menger (globédlni, vrcholovy)). G k-souvisly < |[V(G)| > k+ 1 A
YW CV,|W|<k—1jeG—W souvisly.

Definice 4.4. Multigraf G = (V, Epy),x,y €V

Pl(x,y) = max : 3Py ... Pyhranové disjunktnich cest mezi nimi

Definice 4.5. Hranové k-souvislost pro multigraf < P/ (z,y) > k,Vz,y € V
Definice 4.6. x'(G) = maxy k tak, ze graf G je hranové k—souvisly.
Existuje Mengerova véta i tady.

Lemma 4.1.1. G = (V, E) k-souvisly, X C V,|X| > k, pfiddme vrchol v ktery
je spojeny s vrcholy v X, tj stupné alespon k.
Pak je G + v k-souvisly.
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1. domaci tlohy

1)
Zadani

Graf nazvéme asymetrickgm obsahuje-li jeho grupa automorfismu pouze identitu.
Zkonstruujte nekoneéné mnoho navzajem neisomorfnich asymetrickych grafi.

Reseni
Jako nasi mnozinu neisomorfnich asymetrickych grafi vezméme

mnozinu G = {G7,Gs, ...}
G, definujeme jako

Gn = ([n],{{1,2},{1,3},{3,4},{1,5},{5,6},{6, 7}, ..., {n — 1,n}})

Protoze se jedna a grafy s riznym poctem vrcholi neexistuje mezi nimi
isomorfni zobrazeni.

Ukazme, Ze se jedna o asymetrické grafy.
Aby zobrazeni f bylo automorfismus, tak musi platit f(1) = 1, protoZe se jednd
o a jediny uzel stupné 3.
Déle uréité musi platit f(2) = 2, protoze to je jediny uzel stupné 1, ktery je
zaroven spojeny s uzlem stupné 3.
Nakonec musi platit, ze f(3) = 3 a f(4) = 4, protoZe uzel 4 mus{ sousedit s
uzlem, ktery sousedi s uzlem stupné 3.
Podobné tvrzeni tedy plati i pro uzly 5, ...,n. Tedy existuje pouze jedno zobra-
zeni a to identita.

2)
Zadani
Pro dany graf G = (V, E), uvazujme ndsledujici relaci ~» na V: pro dva (ne

nutné razné) vrcholy u,v € V fekneme, Ze u je v relaci s w, tzn. u ~ w, jestlize
existuje cesta v G z u do w. Dokazte, ze ~ je ekvivalence na V

Reseni

Aby relace byla ekvivalenci, musi byt reflexivni, symetricka a tranzitivni.
Predpoklddame tedy graf G = (V. E), v; € V, e; € E, kde 4,5 € [n+ k.
Dokazme reflexivitu, tj. Vu € V : u ~ u.

Toto tvrzeni plati trividlné, jako cestu volime jednoclennou posloupnost (u).
Dokazme symetrii, tj. Vu,w € V:u ~» w = w ~ u.

Predpokladame tedy existenci cesty z u do w, tedy posloupnost

(’LL, €1,V1,€2, ..., Un—1, enflaw)

12



Ziejmé existuje cesta z w do u, staci pretocit predchozi posloupnost, tedy
(wa €n—1,Un—-1,.-., V1, €1, ’lU)

Nakonec dokazme tranzitivitu, tj. Vu,w,x € V : u ~> wAw ~> 1 = u~~z
Existuje tedy cesta z v do w a cesta z w do z, tedy

(u7 €1,V1,€2, ..., Un—1, en—hw)

(wv €n+1,Un+1:€6n+2y -y Untk—1,Cntk—1, 1')

Nejprve fesme trividlni ptipad, kdy fa € [n],b € {n+1,n+2,....n+k}, v, = vy
V tomto pripadé existuje cesta ve tvaru

(uaelavla €2,...,Un—1,€p—-1, W, en+17vn+1a en+27 sery U’I’L-i—k—la en-‘rk}—lvx)

Nakonec fesme piipad kdy Ja € [n],be {n+1,n+2,....n+ k}, vy = vp.
Nejmensi a pro které 3b tak, ze rovnost v, = v, plati oznacme jako h, korespon-
dujici b (existuje pouze jedno) ozna¢me jako g. Jako cestu muzeme poté volit
jako

(U, €1,01,€2, e Uj—1, €51,V = Vg, €1, Vg1, s Unth—1s €nth—1, L)

Timto jsme ukézali, Ze ~ je ekvivalence. O

3a)

Zadani

Dokazte, ze kazdy graf G s alespon dvéma vrcholy obsahuje dvojici rtznych
vrcholu se stejnym stuptiem. Jinymi slovy, Ju,w € V(G) tak, Ze u # w a
dege(u) = dega(w).

Reseni

Ukézeme sporem.

Jako V vezméme [n].

Piedpoklddame, ze existuje graf G = (V, E) ve kterém neexistuje dvojice riz-
nych vrcholl se stejnym stupnem.

Proto tedy mizeme vrcholy oznacit tak, Ze dega(vo) = 0,dega(v1) = 1, ...,dega(v,) =

n.
Ale toto je spor, protoze vrchol vy nemé byt spojen s Zadnym dalsim vrcholem
ale, vrchol v,, ma byt spojen se vSemi vrcholy.

Tim jsme ukazali, ze kazdy graf obsahuje dvojici riznych vrcholl se stejnym
stupném.
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3b)
Zadani

Bud ¢ prirozené cislo. Dokazte, ze kazdy nenulovy graf, kde kazdy vrchol méa
stupen alespon ¢, obsahuje cestu s ¢ hranami.

Reseni
Diikaz provedeme sestrojenim cesty v obecném nenulovém grafu G = ([n], E),
kde kazdy vrchol mé stupen alespon §.

Pocdtek cesty ozna¢me jako vg. Zvolme jednu hranu z E (je jich alespoti §)
které obsahuji vy, tu oznac¢me jako e;. Druhy vrchol, ktery e; obsahuje, ozna¢me
jako vy.

Pocet hran z E obsahujicich vy, které jesté soucasti hledané cesty nejsou, je
alespon § — 1. Jednu z nich zvolme a ozna¢me es, vrchol ktery v hledané cesté
jesté neni oznacme vs.

Tento krok opakujeme, v k-tém kroku méame cestu vg, e1, v1, ..., k.

Pocet hran z E, které obsahuji vj, a neobsahuji Zadny z vrcholu v;,j € [k — 1]
jed —k.

Jednu z téchto hran zvolime a oznacime ejy;.

Vrchol ktery v hledané cesté jesté neni oznacme vjy1.

Tento krok mtizeme opakovat dokud k # §. Poté neni zarucena existence
hrany z E, kterd by spojovala vs s vrcholem, ktery v nami konstruované cesté
neni.

V grafu tedy existuje cesta vg, e1, vy, ..., €5, vs, kterd ziejmé obsahuje § hran.

O

4)
Zadani

Nazvéme graf G' dopliikem sebe sama plati-li, Ze G je isomorfni svému dopliiku
G. Zkonstruujte nekoneéné mnoho navzajem neisomorfnich grafi G jez jsou
doplnkem sebe sama.

Reseni

Ozna¢me H,, graf s n vrcholy, kde kazdy vrchol je propojeny s kazdym, tedy
(n — 1)-regulérni graf. Jeho doplnék oznacéme jako H,,.
Sestrojme graf jako na obrazku.
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Carou mezi dvéma grafy rozumime to, ze kazdy vrchol z jednoho grafu je
spojeny s kazdym vrcholem v druhém grafu.

Pokud provedeme doplnék tohoto grafu, dostaneme graf jak je vidét na na-
sledujicim obrazku. Je ziejmé, ze podgraf H, se stane svym doplikem a zZe
pokud mezi dvéma podgrafy jsou vsechny vrcholy spojeny, tak po provedeni

dopliiku nebudou spojeny zadné.

Levy graf je tedy doplnék pravého, a tyto grafy jsou isomorfni. Graf je tedy
nami hledanym doplitkem sebe sama.

Grafy pro rtizna n jsou mezi sebou zfejmé neisomorfni, protoze maji riuzny
pocet vrcholi.

Tim jsme zkonstruovali nekoneéné mnoho navzajem neisomorfnich grafi G
jez jsou doplinkem sebe sama.

5)
Zadéani

Graf nazvéme d-requldrnim, jestlize vSechny jeho vrcholy maji stupen presné
d. Urcete vSechny dvojice ¢isel n a d, kde 0 < d < n — 1, takové, ze existuje
d-regularni graf s n vrcholy.

ResSeni

Predpoklddejme graf s n vrcholy, V = [n].
Zavedme néasledujici znaceni pro k > 0

E, = {{0,k mod n},{1,1+ k mod n},{2,2 + k mod n},...,{n — 1,k — 1 mod n}}

Vsimnéme si, ze kazdé ¢islo se objevi pravé ve dvou neuspotfadanych dvojici.
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Pro k = 0 definujme
Eo ={}

Vidime, Ze trividlné plati nasledujici tvrzeni Va,b < n/2 € Ng,a # b =
E,NE,=0.

Nyni mizeme explicitné konstruovat d-regularni grafy nasledujicim zpiso-
bem.

d-regularni graf ozna¢me jako G4, vezméme 2h = n—1 pro n liché, 2h = n—2
pro n sudé.

Go = (V, Ey)

= (V,EyUE})
G4 = (V,EyUE; UEjy)
Ge = (V,Ey U FE; UEyU E3)

Gan—2 = (V, L_J E;)

h
Gon = (V, | Ev)
=0

Timto zpusobem jsme zkonstruovali vSechny sudé regularni grafy pro libo-
volny pocet vrcholt.
Daéle vyuzijme nasledujiciho tvrzeni.

Lemma. Pokud pro n vrcholt existuje d-regularni graf, tak pro n vrcholl exis-
tuje i (n — 1 — d)-reguldrni graf.

Diikaz. Dukaz je trividlni, staci si uvédomit ze v d-regularnim grafu s n vrcholy,
mé kazdy vrchol d hran z n — 1 moznych.
Jeho doplnék je poté (n — 1 — d)-reguldrni graf. O

Diky tomuto lematu a predchozi konstrukci dokazeme pro kazdé sudé n
zkonstruovat vsechny d-regularni grafy, kde plati 0 < d <n — 1.

Nakonec se zabyvejme zbyvajicim pripadem, kdy n a d jsou liché ¢isla. Vy-
jdéme z principu sudosti a d-regularity hledaného grafu.

> dega(V) = 2|E|
veV
> d=2|E|

veV
nd = 2|E|

Jak vidime tak pro n a d liché tato rovnost neni splnéna, protoze na levé strané
je liché a na pravé strané sudé cislo. A tedy neexistuje d-regularni graf s n
vrcholy, pro n a d licha.
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Mnozina v8ech usporddanych dvojic (n,d) tak, Ze pro né existuje d-reguldrn{
graf s n vrcholy nakonec vypadd nasledovné.

{(n,d) e N* |0 < d < n—1And jesudé &slo}
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2. domaci dlohy

Na tomto tkolu jsem pracoval spolu s Janem Plechackem.

la)
Zadani

Pro kazdé prirozené 6 > 1 dokazte, Ze souvisly graf G = (V, E) s 6(G) = §
obsahuje cestu s min {24, |V| — 1} hranami.

ReSeni
Zvolme nejdelsi cestu v grafu G, tj. posloupnost vg,e1,v1,...,e,,v, kde n je

délka cesty. Mnozinu vSech vrchola cesty ozna¢me jako P.
Plati nasledujici 2 pozorovani:

Lemma. Sousedé vrcholt vy a v, musi byt v mnoziné P, tj.
Ng(vo) € P A Ng(vn) C P

Diikaz. Pokud by tomu tak nebylo, tak by P nebyla nejdelsi cesta v G, stacilo
by totiz do cesty pridat bod ktery je v sousedstvi jednoho z koncovych vrchola
a jesté v cesté neni. Coz je spor s tim, ze P je nejdelsi cesta. O

Lemma. Pro zddné i € {1,2,...,n— 2} neplati, Ze v; € Ng(v,) Avit1 € Ng(vo)
nebo P =V.

Diikaz. Sporem, tj 3i,v; € Ng(vi) Avig1 € Ng(vo).
Pokud by tomu tak bylo, slo by z cesty vytvofit cyklus. Jeho sled by pak byl

Vi41,€i42,Vit2, ..oy Un, {Unvvi}avi; €i,Vi—1,..-,€1, 00, {Uo, Uz‘+1},vi+1

Protoze ale vime, ze G je souvisly, nékde v cesté musi existovat vrchol, ktery
mé souseda mimo mnozinu P (jedinou vyjimkou je pokud P = V'), tento vrchol
ozna¢me vg.

Miuzeme pak vytvorit cestu, ktera je delsi nez P, staci zacit v sousedu vg a
pak projit cyklus.

To je ale spor s tim, ze P je nejdelsi cesta. O

Nejprve vyfesme pifpad pro 26 < |V|:

Z predchozich 2 pozorovani tedy vime, ze posloupnost vrcholt které tvori cestu
musi byt alespon nasledujici.

Cesta zacina ve vy poté nasleduje § — 1 sousedu vy,pak spole¢ny soused v a
Upn, pak 0 — 1 sousedu v,, a konecné v,.

Tato cesta mé celkem 20 + 1 vrchold, jde tedy o cestu délky 24.

Pfipad 20 > |V plyne z druhé ¢asti druhého tvrzeni. vy a v,, maji § sousedi,
proto maji alespon 2 spolecné vrcholy, z toho neplati prvni ¢ast druhého tvrzeni
a proto plati druha, tedy P =V

Méme tedy cestu s |V| vrcholy, ta ma délku V]| — 1.

Spojenim téchto dvou pripadt dostaneme nami hledané tvrzeni. O
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1b)
Zadani

Pro kazdé prirozené 6 > 1 zkonstruujte nekonecéné velkou mnozinu grafi Gs
takovou, ze kazdy G € Gs je souvisly, md §(G) = ¢ a zéroveli G neobsahuje
cestu s 20 + 1 hranami.

Reseni
Zvolme libovolné pevné §.

Vytvofme nésledujici mnozinu grafia {Gs, Gs, ...}

G; vytvorme néasledovné.

Vezméme ¢ Gplnych grafti s § vrcholy, ozna¢me Hy, mezi témito grafy zatim
neexistuje cesta.

Do grafu pak pridejme vrchol vg, tento vrchol bude propojeny s kazdym
jinym vrcholem.

Je ziejmé, ze indukované podgrafy G; které maji vrcholy V(Hy) + vy jsou
uplné grafy s § + 1 vrcholy, maji tedy stupen §.

Z toho plyne, Ze pro celkovy graf plati 6(G;) = 0. Tento graf je také zfejmé
souvisly. Navic plati, ze kazda cesta mezi 2 podgrafy Hj musi prochazet pfes
V0.

Z tohoto plyne, ze kazdd cesta navstivi nejvice 2 podgrafy Hjp a z toho
dostavame, Ze nejdelsi mozné cesta ma délku 2.

V podgrafu Hj, totiz nalezneme cestu délky d — 1, pak se cestou pres 2 hrany
dostaneme do jiného podgrafu H;, kde nalezneme cestu o nejvice 6 —1 vrcholech.

Celkem tedy jako délku nejdelsi cesty méme 2(§ — 1) + 2 = 26.

2a)
Zadani

Pro kazdé n a k < n urCete (a nisledné dokazte!) minimdln{ pocet hran grafu s
n vrcholy a k komponentami souvislosti.

Reseni
Zvolme libovolné pevné n.

Nejprve feSme pripad s jednou komponentou souvislosti, tedy k = 1:

Hledame tedy souvisly graf s minimalnim poctem vrcholt, to je ale z definice
strom. Pro néj plati |[E| =n —1

Piipad k£ > 1:

Vezméme G = (V,E) = (Ui;lVi,Uf:l E;), kde G; = (V;, E;) jsou rizné
komponenty souvislosti G. Navic n = |V/|

Plati, ze |E| = Zle |E;|. Protoze |E;| > 0 sta¢i minimalizovat jednotlivé
E;.
Protoze ale plati, ze jednotlivé komponenty souvislosti jsou souvislé pod-
grafy, tak z p¥ipadu pro k = 1 vime, Ze to nastéava pro |E;| = |Vi| — 1.
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Celkem tedy dostavame

k

k
Bl = IBl =Y (Vi - 1) = V|- k=n—F
i=1

=1

2b)
Zadani

Pro kazdé n a k < n urcete (a nédsledné dokazte!) maximalni pocet hran grafu
s n vrcholy a k komponentami souvislosti.

Reseni

Zvolme libovolné pevné n.

Definujme graf G = (V,E) = (UleVi,Uf:l E;), kde G; = (V;, E;) jsou
rizné komponenty souvislosti G.Navic n = |V|

Nejprve fesme pripad s jednou komponentou souvislosti, tedy k& = 1:

Nejvice hran mé tplny graf K, pro ktery plati E(K,,) = (”2/‘) = w
Pripad k = 2:
Hleddme maximum |E| = | E1|+|E»|, navic plati, Ze kazdd komponenta musi

byt Gplny graf (jinak bychom do ni mohli pfidat hranu).
Plati, ze |V4]| = n — |Va|
Plati tedy

B (AN (Wl _ (=l (Vo o Loe MR
|E|E1|+|E2|<2 + 5 ) = 9 + 5 = (|V3] 2n)+4 5

Vyraz maximalizujeme pro |Va|, n je pevné, navic plati 0 < |Va| < n.

Jediné podezielé body jsou pro [Vz| =1,n—1,[%], 5], jednoduchym dosa-
zenim zjistujeme, Ze maxima dosahujeme pro |[Va| =1a |Vo| =n—1

G tedy ma maximum hran, pokud je jeden vrchol osamoceny, a druha kom-
ponenta souvislosti je uplny graf. Mame tedy

n—1
e= (")
Pripad k > 2:

Hleddme maximum |E| = Zle |E;|.

Musi platit, Ze kazdé 2 rtzné komponenty souvislosti G5, G} maximalizuji
|E;| + |Ex|. Pokud by tomu tak nebylo, mohli bychom vzit vrcholy V; a Vj a
vytvorit z nich 2 nové komponenty, které by méli vice hran.

7 toho plyne, ze mezi kazdou dvojici riznych komponenti souvislosti, je
jeden z nich osamoceny vrchol a jeden z nich tplny graf (osamoceny vrchol je
také uplny graf).
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7Z této podminky plyne, Ze mame k — 1 osamocenych vrcholi, a jeden uplny

graf s n — k + 1 vrcholy.
Celkové tedy dostavame
B = n—k+1
B 2

3a)
Zadani

Necht T = (V, E) je strom obsahujic{ vrchol stupné k > 3. Dokazte, ze T' mé

alespon k listu.

Reseni

Ozna¢me vrchol stupné k jako vg. Vytvoime zakofenény strom (tj. orientovany

graf) tak, Ze vrchol vy bude kofenem. Orientace stran je uréena tak, aby hrany

vedly smérem od korene.

Definujme potomka vrcholu a jako vrchol do kterého vede hrana z vrcholu a.
Dokazme pomocné tvrzeni

Lemma. 7 kazdého vrcholu v orientovaném stromu existuje cesta kterd je za-
koncena listem.

Dikaz. Existuji 2 moznosti. Bud je vrchol listem (v tom piipadé je cesta tri-
vidln{), nebo zvolime libovolny z jeho potomkl a strom postupné prochdzime.
Protoze ma strom konecny pocet vrcholti a neobsahuje cyklus, vzdy dorazime

do vrcholu ktery potomek nema, tedy listu. O
Vrchol vg je stupné k, ma tedy k potomku. Na kazdy z téchto vrchola apli-

kujeme pomocné tvrzeni. Je tedy zfejmé, ze strom mé alespon k lista. O

3b)

Zadani

Bud G = (V, E) graf. Dokazte, ze nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni.
(a) G je strom
(b) G neobsahuje kruznici a |V| = |E|+1

Reseni
Z (a) dokazme (b):
KruZnici neobsahuje z definice.
Vezméme libovolny list stromu a odeberme ho (i s hranou kterd do néj vede).

Ze stromu jsme tedy odebrali jednu hranu a jeden vrchol. Graf ktery vznikl, je
stale stromem, protoze odebanim listu graf neprestal byt souvisly a odebranim
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hrany jsme nemohli vytvorit cyklus.
Toto miizeme tedy opakovat. Nakonec se dostaneme do situace kdy nam v grafu
zustane pouze jeden vrchol.
Jak jsme zminili i toto je strom, a pro néj plati rovnice |V| = |E| + 1 trividlné.
Protoze jsme se do tohoto stavu dostali postupnym odecitanim 1 z obou stran
rovnice, tak vztah musi platit i pro pavodni strom.

Z (b) dokazme (a):

Chceme ukazat ze Va,y € V, 31 cesta v G z = do y.

Potfebujeme tedy ukdzat, ze mezi vSemi vrcholy existuje néjakd cesta (tj.
graf je souvisly) a poté, Ze existuje pouze jedna.

Lemma. Pokud G neobsahuje kruznici a |V| = |E|+1, tak potom je G souvisly.

Diikaz. Pro spor predpokladame, ze neni souvisly.
Existuji tedy alespon 2 komponenty souvislosti.
Graf oznacme jako G = (Gy,Gg) = Ule K;, K; = (V;, E;), kde K; jsou jed-
notlivé komponenty souvislosti.

Navic plati, ze souvisly graf o n vrcholech, ma nejméné n — 1 hran, jak bylo
ukdzano v tkolu 2a)
Z ptredpokladu plati

|Gy |=|Gg|+1
SVI=D(ED+1>D (il -1)+1

Kde nerovnost plati pro ¢ > 1, tj. pro kazdy nesouvisly graf.
Z toho plyne, ze alespon jedna komponenta souvislosti ma vice nez n — 1 hran,
oznacme ji jako H. Navic z definice plati, ze komponenta souvislosti je souvisla.
Z toho, ale plyne, Zze H neni strom, protoze H neni do inkluze vuc¢i hrandm
miniméalni souvisly graf.
Nakonec vyuzijme definice stromu, ktera iika, ze strom je souvisly graf bez
cykla. Protoze H neni strom, ale je souvisly, tak musi obsahovat cyklus, coz je
spor. O

Z pomocného tvrzeni tedy plyne, ze mezi kazdymi 2 vrcholy tedy existuje
néjaka cesta. To, ze existuje pravé jedna plyne z predpokladu o neexistenci
kruznici v grafu. Pokud by totiz v grafu existovali 2 ruzné cesty z vrcholu a do
b, slo by z nich trividlné vytvorit cyklus.

Dokéazeme sporem.

Stacilo by vzit 2 vrcholy s nejmensi vzdalenosti pro které existuji alespon 2
ruzné cesty, cyklus by Sel pak vytvorit tim, ze nejprve z bodu a pijdeme do
bodu b jednou cestou a pak z bodu b do bodu a. Tyto 2 cesty by méli spole¢né
pouze vrcholy a a b (jinak by existovaly 2 vrcholy s kratsi vzdalenost{) a tvorili
by cyklus, coz je spor s predpokladem.

Timto jsme dokéazali ekvivalenci tvrzeni. U
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4)
Zadani

Dokazte, ze pro posloupnost n > 2 celych ¢isel 1 < d; < dy < --- < d, jsou
nésledujici dvé podminky ekvivalentni:

(a) Existuje strom, ktery ma skére (dy,ds, ..., dy,)

(b) X1, ds =20 -2

Reseni
Z (a) dokazme (b):

Necht existuje strom T' = (V, E), ktery ma skore (d1,ds,...,d,). T je tedy
souvisly a |E| = |V| — 1.

Potom plati (z handshaking lemmatu)

n
D di=) degv) =2E| =2([V|-1) =2(n—1)
i=1 veV
Z (b) dokazme (a):
Dokazeme indukci.
Pron=2:1<dy <ds, di +dy = 2. Z toho mame dy = dy = 1.
Jako strom zvolme T = ([2],{1,2}). Tento strom m4 zfejmé skére (1,1).
Indukéni krok:
Indukéni predpoklad tedy je, Ze tvrzeni plati pro n, tj. pokud Z?Zl d; =
2n — 2 tak existuje strom ktery ma skére (dy,ds, ..., d,).
Tvrzeni dokazme pro n + 1.
Vime, ze
n+1
D di=2(n+1) -2
i=1
kde 1 <dy <dp < -+ < dpyr.
Z tohoto plyne, ze d; = 1 (jinak by suma byla vétsi nez pravd strana) a
dp+1 > 2 (jinak by suma byla mensi nez prava strana).
Z posloupnosti (dy,ds, ...,dn+1) odeberme dy a d, 1 zamélime za dp41 — 1.
Z této posloupnosti, vytvorime neklesajici posloupnost &isel g1, ..., gn, (gn
nemusi nutné byt d, 1) pro kterou plati

g+1

> di=2(n+1)-2
=1

Podle indukéniho predpokladu pro tuto posloupnost existuje strom 75, s jejim
skoére.

Tento strom obsahuje v € V', deg(v) = d,,+1 — 1, k tomuto vrcholu pfipojime
list, a tim se zmén{ stupen v na, deg(v) = dy+1, zdroven m4 list stupen 1, ddme
ho na zacétek posloupnosti. Tim dostdvdme strom se skére (dy,ds, ..., d,).

Nakonec doplnime, Ze tento novy graf je stale stromem, nebot pridanim listu
nemuze vzniknout cyklus nebo vzniknout nova komponenta souvislosti.
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5)
Zadani

Necht K, je (aZ na izomorfismus jednozna¢né urceny) graf s n vrcholy a (g) -1
hranami. Urcete pocet koster K, pro kazdé n > 3.

Reseni

Nejprve najdéme pocet koster, které obsahuji jednu konkrétni hranu. Provedeme
to tak, ze spocteme celkovy pocet hran vsech koster tiplného grafu s n vrcholy
dvéma riznymi zpusoby.

Z Caleyho formule vime, Ze na tplném grafu existuje n" 2 koster. Dale
vime, Ze kazda kostra tuplného grafu ma n — 1 hran, (plyne z definice stromu
jako do inkluze vuci hrandm minimalnfho a souvislého grafu a z cviceni 2) ),
proto celkem dostavame n™~2(n — 1) hran.

Déle vime, ze na uplném grafu patii kazdd hrana do stejného poctu kos-
ter (plyne ze symetrie dlohy, neni mozné aby se jedna hrana lisila), toto ¢islo
ozna¢me jako k. Déle vime, Ze v uplném grafu mame (Z) hran. Tedy kazda
hrana patii do k£ stromu a celkem tedy mame (Z)k: hran.

Tyto dva vztahy se ale zfejmé musi rovnat. Dostavame tedy

n"2(n —1) = (Z)k

Upravme a dostaneme

k= nn—2 (n : 1) — nn—QE — 2nn—3
(2) n

Toto je tedy pocet koster iplného grafu, které obsahuji jednu konkrétni hranu.
Abychom dostali pocet koster K, staci tedy toto ¢islo odecist od celkového
poctu koster.
nn—2 _ 2nn—3 — (n _ Q)nn—Q

Celkové tedy pocet koster pro K je (n —2)n" 2.
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3. domaci tulohy

la)
Zadani

Bud G = (V, E) k-reguldrni bipartitni graf s ¢dstmi L a R. Dokazte, ze |L| = |R|.

Reseni

Pocet hran vychédzejicich z L je zfejmé k|L|, poet hran vychdzejicich z R, je

ziejmé |k|R.

Je zfejmé, Ze se oba tyto vyrazy musi rovnat (jednd se o 2 ruzné zpusoby
jak spodist vSechny hrany v grafu), proto tedy |L| = |R| O
1b)

Zadani

Naleznéte, aZ na isomorfismus, véechny bipartitni grafy G, jejichz doplnék G je
téz bipartitni.

Reseni

Po provedeni dopliiku se z L a R stanou tplné podgrafy. Vezméme tedy tieba
tiplny podgraf L, pokud je |L| > 2 uréité by v ném existoval lichy cyklus. Protoze
podgraf bipartitnfho grafu musi byt také bipartitn{ dostavdme, zZe |L|, |R| < 2.

Z tohoto plyne, Ze aby pro graf G = (V, E) platilo, Ze jeho doplnék je bipar-
titni tak pak |V] < 4.

Navic také plati, Ze mezi kazdou trojici vrcholt musi byt bud 1 nebo 2 hrany.
V opa¢ném pripadé existuje v grafu nebo jeho dopliiku lichy cyklus.

Z toho plyne ze G nemuze byt prazdny/aplny pro |V] > 3.

Pro pfipad |V| = 4 tedy dostéavame ndsledujici grafy:

Jako mnozinu vrcholi vezméme [4].

BUNO (jinak by 8lo pouze o izomorfismus) mé graf hranu {1,2}. Mezi vi-
choly 2, 3,4 ale neni zadna hrana, kvili predchozimu tvrzeni musime mezi nimi
jednu hranu ptidat. Mame 2 moZnosti (kvili izomorfismu) bud pfiddme hranu
{2,3} nebo {3,4} ().

Pro pfipad {2, 3}, ale opét chybi hrana mezi 1, 3, 4, hranu {1, 3} pfidat nemu-
zeme, vznikl by cyklus o délce 3. Proto pfiddme hranu napiiklad {3,4} (druhd
moznost je opét izomorfni s touto). Doplnék tohoto grafu je pak izomorfni se
sebou samym. Rozdélen{ které existuje je L = {1,3}, R = {2,4}.

Nakonec bychom k tomuto grafu jesté mohli ptidat hranu {4, 1}, vznikl by
cyklus, doplnék tohoto grafu by byl izomorfni s grafem s hranami {1, 2}, {3,4}
(timto jsme se dostali k (%), navic z grafu s hranami {1,2},{3,4} dostaneme
priddnim libovolné hrany graf isomorfni s predchozim ptipadem). Tento graf je
i se svym dopliitkem opét bipartitni, volme napiiklad L = {1,3}, R = {2,4}.

Piipad |V] = 3:

25



Jako mnozinu vrcholi vezméme [3].

BUNO mé graf hranu {1,2}. Pfiddnim dal$i hrany dostaneme jeho doplnék
a oba tyto grafy jsou bipartitni.

Pripad |V] = 2:

Prazdny graf je ziejmé bipartitni, jeho doplnék je G = ([2],1,2) je také.

Pripad [V]| =1,0:

Oba dva tyto degenerované pripady jsou bipartitni a jsou doplitkkem sebe
sama.

Na obrézku mtzeme vidét vSechny grafy s jejich dopliiky (bez degenerova-
nych piipadit). Obarven{ urcuje rozdéleni do L a R

33 &%

o

o0 oo

Vsechny bipartitni grafy jejichz doplnék je také bipartitni
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2)
Zadani

Pro graf G = (V, E) ozna¢me prumérem G maximdlni délku nejkratsi cesty
mezi néjakymi dvéma vrcholy, tzn. max, ,ev distg(u, v). Dokazte, ze ma-li graf
prumér alespon 4, tak jeho doplnék ma prumeér nejvyse 2.

Reseni
Pokud by graf mél vice nez jednu komponentu souvislosti tvrzeni by pak bylo
trividlni, kazdy vrchol mé totiz pak v sousedstvi vSechny vrcholy z ostatnich
komponent, tj. nejkratsi cesta mezi kazdymi dvéma body je nejvyse 2.

Resme tedy piipad s jednou komponentou souvislosti.

Protoze graf ma pramér > 4 urcité obsahuje cestu nejkratsi délky presné 4,
staci z nejdelsi nejkratsi cesty vzit libovolné 4 po sobé jdouci vrcholy.

Ozna¢me vrcholy cesty jako vy, ...v5, pak musi platit, ze v grafu neexistuji
nasledujici hrany

{U17U3}7 {0171)4}7 {U17U5}, {U27U4}, {U27U5}a {US, U5}

Navic neexistuji vrcholy w,u ¢ {v1,ve,vs,v4,v5}, pro ktery by existovala
néjakd dvojice nésledujicich hran (plati i pro u).

{{vl’ w}’ {’LU, U4}} ) {{Ula w}a {wa U5}} ) {{U27 w}7 {w7 ’U5}} )

Navic nemohou existovat nasledujici 2 trojice {{v1,w}, {w,u}, {u,vs}} nebo
{{Ulv w}v {U}, u}v {uv 1)5}}.

Vsechny tfi tyto omezeni plynou z toho, zZe v, ...,v5 tvori nejkratsi cestu
mezi v a vs.

Provedeme doplnék:

Z druhého omezeni plyne, Ze pro Yw,u ¢ {v1,ve,vs,vs,vs}, mame vzdy
alespon jednu z kazdé dvojice hran, navic existuje jedna z hran z kazdé trojice
z tfetiho omezeni.

Napiiklad tedy existuje jedna z hran {{vy, w}, {w,vs}} a jedna z hran {{vy, u}, {u, vs}}.

Ukazme sporem, ze toto implikuje, ze mezi uzly u,w existuje nejkratsi cesta
délky nejvice 2.

Diikaz. Predpoklddejme, ze takova cesta neexistuje.

Ziejmé tedy musi platit, ze pro libovolné v € {vq,...,v5} nemize existovat
dvojice hran {{w,v},{v,u}}, poté by totiz cesta urcité existovala.

Diky této podmince dostaneme BUNO (stacilo by preznadit w,w) z prvni
dvojice nésledujici hrany {vy,w}, {u,v4}.

Z druhé dvojice méme jedinou moznost jak hrany zvolit a to {vy, w}, {u,vs}.

Z tfeti dvojice mame opét jedinou moznost, a to jsou hrany {ve, w}, {u,vs}.

Mame tedy hrany {vla w}ﬂ {an w}ﬂ {’LL, '1)4}, {’LL, ’1)5}.

Nakonec z tfettho omezeni mame {{vi,u}, {w,u}, {w,vs}} existence libo-
volné hrany z této trojice je ale spor.

O
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V dopliikku tedy existuje cesta délky 2 mezi kazdymi vrcholy, které nejsou
soucasti cesty.

Zabyvejme se nyni vrcholy na cesté.

Z prvniho omezeni trividlné plyne, ze vrcholy vy, v3,v5 a vg,v4, tvori iplné
grafy, jsou od sebe tedy vzddlenost 1.

Navic diky prvni a druhé podmince plati, Ze tyto vrcholy jsou ve vzdalenosti
2 od libovolného vrcholu mimo cestu.
Napfiklad pro vrchol v; mdme z druhé podminky existenci jedné z hran {{vy, w}, {w,vs}}
a z prvai podminky méame v dopliiku hranu {vy,v4}, z toho plyne zfejmé plyne,
ze bud existuje cesta v1,w nebo cesta vy, vyq, w.
Stejné miuzeme postupovat i pro vrcholy vs, ..., v5

Chybi nam ukézat vzdalenosti mezi vi,ve, mezi v4,vs, mezi vy, vy, mezi
Vs, Vg, Mezi Vg, V3 & Mezi v3, V4.

To opét plyne z prvniho omezeni.

Trividlné pro vy, v4 a vs, Va.

Pro vs, v3 volime cestu prochazejici pres vs, pro vz, v4 prochazejici pres v;.

Tim jsme ukéazali, ze pokud ma graf praumér alespon 4, tak jeho doplnék ma
primeér nejvyse 2. O

3)
Zadani

Pro graf G = (V, E) ozna¢me ¢(G) délku nejkratsiho cyklu, ktery G obsahuje;
pokud je G acyklicky, definujeme g(G) = oco. Poznamenejme, ze parametru g(G)
se také rika obvod grafu.

Budd >3 ar>2pevné a G = (V,E) libovolny d-regularni graf. DokaZte

. _ 2(d—1)"—2
L. Je-li g(G) = 2r, tak potom |V| > =—=—5—=

_ d(d—1)"—2
2. Je-li g(G) = 2r 4 1 tak potom |V| > %

Reseni
Pro jednoduchost definujme k-té patro jako mnozinu L(k) = {v € V' | dist(vg,v) =

Resme prvni pifpad.

Vezméme vrchol vg, z d-regularity plati, ze vrchol musi mit alespon d po-
tomku. Navic plati, Ze tyto potomci nemohou byt spojeny, jinak vznikne cyklus
délky 3 (méné nez 2r,r > 2).

Kazdy z téchto potomkt, ale musi mit d — 1 vlastnich potomkt. Pro tyto
potomky v 2. patie plati, ze pokud je r > 3 tak nemohou byt propojené mezi
sebou, nebo s libovolnym predchozim patrem, jinak vznikne cyklus.

Takto postupujeme dokud nedostaneme r — 1 pater.

Ten obsahuje d(d—1)"~! vrcholi a musf byt tedy spojeny s alesponi (d—1)"~*
vrcholy.

Podet vrcholi je pak Y., —1|L(i)| + (d — 1)" 1.
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Ta se rovna

l+d+dd—1)+dd—-1)*+..+dd-1)""+(d-1)"""!
Po upravach dostaneme tvar
2(d—1)" =2
d—2

Druhy pripad fesime 1iplné stejné, jenom dojdeme do pripadu kdy mame

V=

l+d+dd—1)+dd—1)2+..+dd—1)""

.. , d(d—1)"—2
vrchold coz upravime na |V| > %

4)

Pfipomenime, ze pro graf G = (V, E) nazveme hranu e € E mostem, jestlize
podgraf (V, E\ {e}) ma vice komponent souvislosti nez G.

Analogicky nazveme vrchol v € V' artikulaci, jestlize indukovany podgraf mno-
zinou V' \ v mé vice komponent souvislosti nez G.

4a)
Zadani

Dokazte, ze kazdy 2k- regularni graf neobsahuje most.

Reseni
BUNO mé&jme souvisly graf. (Pokud neni mtzeme se koukat pouze na jednu
komponentu souvislosti)

Ukazeme sporem.

Predpokladejme tedy 2k-regularni graf G, ktery obsahuje most e.

Pokud bychom most odstranili dostaneme 2 komponenty souvislosti. Podi-
vejme se na libovolnou z nich jako na indukovany podgraf G, oznac¢me H =
(V, E).

Pak z handshaking lemma méme a z toho, Zze jednomu z vrcholu chybi jedna
hrana plyne

2B =) =2kV|-1
veV
Z toho ale mame, Ze |E| = k|V| — 3. Pocet hran ale nemiize byt necelé &fslo

proto jsme nasli spor.
O

4b)
Zadani

Dokazte, ze kazdy k-regularni bipartitni graf neobsahuje artikulaci.
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Reseni
BUNO méjme souvisly k-reguldrni bipartitni graf G. (Pokud nen{ mtzZeme se
koukat pouze na jednu komponentu souvislosti)

Z 1a) vime, ze |L| = |R].

Ukézeme sporem.

Predpokladejme, ze G mé artikulaci v. Jejim odstranénim dostévame nékolik
komponent souvislosti. Podivejme se na libovolnou z nich jako na indukovany
podgraf G, oznacme H = (V, E).

H je bipartitni (protoZe se jednd o podgraf bipartitniho grafu). Oznaéme L
a R jednotlivé ¢asti rozkladu.

BUNO predpoklddejme, Ze v byla spojena s L za pomoci ¢ hran. Z bipartit-
nosti vime, ze byla spojena jen s jednou ¢asti, navic vime, ze i < k.

Podivejme se kolik hran vede z R. Z regularity mame k|R| hran.

Pro L dostédvame k|L| — ¢ hran.

Dostévame tedy k|R| = k|L| — i. To upravme jako

i
—=|L|—|R
L =L/~ |R
Prava strana je zfejmé celé ¢islo. Ale protoze ¢ < k tak leva strana celé ¢islo
neni, coz je spor. O
5a)
Zadani

Bud G = (V, E) neprazdny graf a bud d = % Dokazte, ze G obsahuje induko-
vany podgraf H spliujici 6(H) > d.

(Napovéda: zkuste z G postupné odebirat vrcholy stupné nejvyse d.)

Reseni
Postupujme podle nipovédy. Vezméme graf G; = (V;, E;) a odeberme z néj
vrchol stupné nejvyse d; := %, tim vytvorime graf Gy
Plati, ze d; < d;y1. Toto plyne z
o E|
|Ei| _ |Bia| _ Ei—w
Vil = Vil Vil =1

Toto opakujeme, dokud se nedostaneme do situace, kdy v grafu neni vrchol,
ktery by mél stupen mensi nez d;.
Tim dostavame graf, kde mame alespon n vrcholid nejméné stupné d;, coz jsme
chtéli ukazat.
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5b)
Zadani

Pro kazdé pfirozené d > 1 a kazdé ¢ € (0, 1) zkonstruujte graf G4. = (V, E)

takovy, ze spliuje Bl > d— ¢ a zéroven 6(H < d pro kazdy podgraf H C Gg4.
V] ’

ResSeni
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4. domaci ulohy

Na tomto tkolu jsem pracoval spolu s Janem Plechackem.

la)
Zadani

Bud G = (V, E) graf s n vrcholy a spektrem A1 > Ay > -+ > \,,. DokazZte, ze

> A =2|E]
i€[n]

Reseni
Vyuzijeme dvé véty z linearni algebry.
Lemma. Necht m4 matice A vlastni ¢slo A, poté ma matice A2 vlastni &islo A2

Diikaz. Vime, zZe plati Az = Az. Pak jednoduse mame
A%z = A(Az) = AQ\z) = Mo = Nz
O

Lemma. Stopa matice A je rovna souctu vlastnich ¢isel matice (véetné ndsob-
nosti).
Bez dikazu.

Graf ma matici sousednosti Ag, jeji prvky znacme a;;. Pak za pomoci pted-

chozich dvou vét plati
DA =tr(AZ)
1€[n]
Ozna¢me prvky matice A% jako b;;. Nyni staci explicitné spocitat stopu.

Mame
n n

DN =tr(AL) =D b= aimari = > Y i
1€[n] =1

i=1 k=1 i=1 k=1

V poslednim kroku jsme vyuzili vlastnosti, ze matice Ag je symetrickd a
navic toho, ze jeji hodnoty jsou bud 1 nebo 0. Posledni ¢len je navic zfejmé
roven 2|E|, protoze pocitdme pocet jednicek v matici sousednosti, a kazd4 hrana
spojuje pravé dva vrcholy.

Celkem tedy dostavame hledané

> N =2[E|
i€[n]
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1b)
Zadani

Bud G souvisly graf s maximalnim stupném D, a necht spektrum G mé nejvétsi
vlastni ¢islo A;. Dokazte, ze D = A1 pravé kdyz G je D-regularni.

Reseni
Dokazme <«—:

Plyne z tvrzeni z predndasky D =6 < A\; < A = D. Z toho ziejmé D = \;.
Dokazme —:

Plati D = Ay, vezméme libovolny vlastni vektor (oznac¢me z) tohoto vlast-
niho ¢isla. Oznac¢me x; v absolutni hodnoté jeho nejvétsi prvek. Vezméme vektor
Y= ﬁx (vlastn{ vektor D) a jeho nejvétsi hodnota je 1.

Vezméme k-ty fadek matice Ag a ozna¢me ho jako ay

Plati, ze Agy = Dy a také plati aky = Dy. Z tohoto dostdvame nasledujici
sadu nerovnosti.

D=D- -y =ajy= Zak,iyi < Zak,iyk = Zak,i =deg(k) <D

i=1 i=1 i=1

Proto u nerovnosti Y ., aiyi < Y i akiyx vZdy nastdva rovnost. Protoze
Yj < 17v] S [n] dostédvame Yy = Y; = 1.

Pokud v nerovnosti pouzijeme misto k fddek j (kde j je soused k v grafu)
dostaneme deg(j) = D. Opakovanim procesu dospéjeme k tomu, ze y; = 1 a
deg(j) = D protoze graf je souvisly.

2)
Zadani

Bud G = (V, E) graf s n vrcholy a spektrem Ay > Ay > --- > \,,. Dokazte, Ze
graf je bipartitni préavé tehdy kdyz \; = —A,_;41 pro kazdé i € [n]

Reseni
Dokazme <—:

Necht Ay > Ay > -+ > A\, aplati \; = —\,_;+1. Ze symetrie Ag vime, Ze
je diagonalizovatelnd, a pro k-tou mocninu pak plati, A% = XD*X !, Vlastni
¢isla matice A, jsou tedy AF.

Z prednagky vime, ze (AL);; je podet sledtt délky k z vrcholu i do j. Chci
ukézat, Ze graf nema cyklus liché délky, tedy chci ukdzat, ze (A%); = 0 pro
kazdé liché ks.

Protoze mame \; = —\,,_;41, tak také plati )\,]f = (—)\n,iﬂ)k a proto tedy
Tr(AE) =", A\F =0 pro kazdé liché k.

Protoze, ale jsou vSechny prvky matice nezdporné, tak plati, ze (Alé)u >0,
protoZe je ale stopa matice rovna nule, tak musi platit (A%);; = 0.

33



Graf tedy neobsahuje cyklus liché délky a proto je bipartitni.
Dokazme = :

Necht Ay > Ao > -+ > A\, a G bipartitni. Ozna¢me vrcholy v mnoziné L
¢isly od 1 do ¢, v R od 7 4+ 1 do n. Matice sousednosti pak vypada nasledovné.

0 B
AG:(BT 0)

To plyne z toho, ze vrcholy z L a R nejsou spojeny.
Necht # je libovolny vlastni vektor Ag k néjakému vlastnimu ¢islu A, ozna¢me
prvnich i prvku jako i a zbylé prvky jako Z.Pak mame

- (0 B\ (¥ _ . (7\ _ -
o= (pr 0) (5 =2(2) =»

7Z prostfedni rovnosti vime, ze BT§ = A7 a BZ = \y. Pak je ale i vektor

W= ( Y_) vlastnim vektorem, protoze

. (0 B\[(§\_[(-BZ\ [N\ _ 7\
o= (3 (-G~ () -2 (3 -

Z toho dostavame, ze pokud je A vlastni ¢islo, tak pak je i —\ vlastni ¢islo.

Protoze Ag je symetrickd tak vime, ze je diagonalizovatelna. To znamena,
ze pro vsSechny vlastni ¢isla se rovna geometricka a algebraickd nasobnost. Z
tohoto a predchoziho pozorovani pak plyne, ze ma-li vlastni ¢islo Ay algebraickou
nasobnost i, tak i vlastni ¢islo —A; bude mit nasobnost i. To plyne z toho, ze
Ar ma ¢ nezavislych vlastnich vektort, a ty mtizeme podle predchoziho upravit
na 4 vlastnich vektoru —A\g.

Kdyz seradime vlastni velikosti, tak jiz dostaneme nami hledané tvrzeni, tj.
Ai = —An—i+1 pro kazdé i € [n]
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Tézka tloha 3
Zadéani a)

Dokazte, ze pocet neisomorfnich stromu s n vrcholy je nejvyse 4™.

Reseni a)
Zabyvejme se poc¢tem neisomorfnich usporddanych orientovanych stromti na n
vrcholech. Jejich pocet je vétsi nez pocet neisomorfnich neusporadanych oriento-
vanych stromi, a ten je vétsi nez pocet neisomorfnich neorientovanych stromi.
Toto plyne z pozorovani, ze kazdy isomorfismus na orientovaném grafu funguje
také pro neorientovany graf, navic zménénim dvou navzajem neisomorfnich ori-
entovanych stromi na neorientované, mohou vzniknout neorientované stromy
isomorfni.

Mégjme tedy libovolny uspofddany orientovany strom T = (V, E). Oznacme
jeho koren jako vyg.

Pro jednoduchost definujme mnozinu L(k) = {v € V | dist(vo,v) = k}.

Déle definujme k-té patro jako uspofddanou |L(k)|-tici vrcholt, kterd obsa-
huje vSechny vrcholy z L(k).

Navic definujme pozici vrcholu v k-tém patte nasledovné, reknéme, ze vrchol
v je nalevo od vrcholu w, pokud se v v usporadané |L(k)|-tici vyskytuje pred
w. Reknéme, 7e v je napravo od w, pravé pokud w je nalevo od v.

V této tloze pro usporadani stromu pozadujme nasledujici. Pokud pro predka
v plati, ze je nalevo od predka w, tak musi platit Ze v je nalevo od w.

V této tloze navic zavedme nasledujici znaceni pro binarni posloupnosti.
Misto psani napiiklad (1,0,1,0,1,1,0) piSme 1010110.

Definujme nésledujici prosté zobrazeni f,, mezi orientovanym stromem s n
vrcholy T, a binarni posloupnosti b slozenou z ¢islic 1 a 0.

fn + T, — (b)?", funguje nésledujicim zptisobem. Stromem 7T postupné
projdeme vsechny vrcholy po patrech zleva doprava a u kazdého vrcholu do
vysledné posloupnosti zapisujeme tolik jednicek, jaky je pocet jeho potomki.
Po zapsani po¢tu potomki zapiSme do posloupnosti 0 (i v ptipadé, Ze vrchol
potomka nemd). Vyslednd posloupnost ma délku 2n — 1 (ukdzeme pozdéji),
pridame tedy jednu 0 aby méla délku 2n.

Vysledkem je tedy posloupnost o délce 2n.

Priklad. Predpoklddejme strom R = ([5],{(1,2),(2,3),(1,4),(4,5)}).

Zacénéme tedy ve vrcholu 1, ten obsahuje dva potomky, proto do vysledné po-
sloupnosti zapisujeme 110.

Zvolme jeden z potomku v prvnim patie stromu, naptiklad 2, ten obsahuje jed-
noho potomka, do posloupnosti tedy priddme 10.

Nasledné zvolme druhého potomka v prvnim patre, tedy 4, tento vrchol obsa-
huje jednoho potomka, do posloupnosti pridame 10.

Protoze jsme prosli vsechny vrcholy v prvnim patfe pokracujeme do druhého
patra.

V druhém patie se nachdz{ 2 vrcholy (3 a 5), protoZe ale pozadujeme aby byly
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spravné usporadané musi vzit vrchol 3, ten nema potomka, do posloupnosti za-
pisujeme tedy 0, nakonec zbyva vrchol 5, ten potomky neméd, do posloupnosti
tedy pridejme 0.

Méame posloupnost délky 9, pridime 0 abychom méli posloupnost délky 10.

Celkem dostédvame f5(R) = 1101010000.

Na nasledujicich obrazcich mazeme vidét nékolik dalsich prikladia. V druhém
radku vidime dva grafy, které maji rtiznou posloupnost pouze diky rtznému
usporadani, pokud bychom je uvazovali jako neusporadané orientované stromy
tak by byli isomorfni.

S %S

Graf s posloupnosti 1101010000 Graf s posloupnosti 10101000
Graf s posloupnosti 110011001000 Graf s posloupnosti 110110001000

fn mé ziejmé jako svuj defini¢ni obor vSechny orientované grafy s n vrcholy,
protoze algoritmus pro vytvoreni vysledné posloupnosti ktery pouzivame funguje
pro kazdy orientovany strom. f,, neni surjektivni, napriklad pro posloupnost 2n
jednicek neexistuje inverzni zobrazeni.

Ukazme, ze f, vzdy zobrazi do posloupnosti o délky 2n

Dikaz. Toto plyne z pozorovani, Ze kazdy ¢len (kromé kotene) pfispéje do po-
sloupnosti jednou ¢islici 1 a jednou ¢éislici 0. 1 protoze se vyskytuje jako potomek
pravé jednoho vrcholu, 0 poté co projdeme vSechny jeho potomky. Jedinou vy-
jimkou je kofen, ktery predka nemd a proto do posloupnosti prispéje jednou
0.

Z toho tedy mame Ze vrcholy kromé kotfene pfispéji, 2(n — 1) cleny, kofen
jednim ¢lenem a funkce samotna na konec posloupnosti ptidd jednu 0. Z toho
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mame
2ln—1)+14+1=2n

Ukazme nyni, ze f, je injektivni.

Diikaz. Staci ukézat, Ze existuje zobrazeni g, : (b)#%, — T,, tak aby g, (fn(z)) =
x,Vx € T, tj. ze zobrazeni f, je invertibilni zleva.

Toto zobrazeni ale urcité existuje, staci posloupnost prochézet zleva doprava
a postupné vrcholim priddvat potomky pro kazdou 1. Poté co v posloupnosti
narazime na 0 tak se bud presuneme do vrcholu, ktery je napravo, nebo pokud
takovy vrchol neexistuje tak se presuneme do vrcholu nejvice vlevo v dalsim
patre.

Pro posloupnosti které nejsou obrazem néjakého grafu z T, podle f,, (a tedy
nade inverzni funkce je pro né $patné definovand) definujme BUNO (protoze nas
zajim4 inverzni zobrazeni pouze pro posloupnosti které obrazem jsou) vysledek
jako nésledujici graf ([n],U;_o{(1,%)}). O

Protoze f,, je injektivni a nenf surjektivni, tak plati, Ze mnozina do které f,
zobrazuje je vétsi nez definiéni obor D(f,,) = T,.

Pocet vsech binarnich posloupnosti o velikosti 2n ozna¢me jako Ps, a plati
Py, =220 = 4",

Konecéné tedy plati,

#neisomorfnich stromi s n vrcholy <

< #orientovanych stromt s n vrcholy = D(f,) < 4"

O
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Tézka uloha 4
Zadani

Bud G = (V,E) s minimalnim stupném §(G) > 2|V|. Dokaite, ze G je bud
bipartitni, nebo obsahuje cyklus délky 3. Poté zkonstuujte nekone¢né mnoho
neizomorfnich graft G = (V, E), které nejsou bipartitni, zdroven neobsahuji
cyklus délky 3 a zdrovert splituji 6(G) = 2|V

Reseni
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